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Exercice 1

1. (a) Soit P(X) = (X?+3X)?+ (3X +5)%. En développant, on obtient:
P(X)=X"+6X%+18X? + 30X + 25.

‘Donc P(X) est de degré 4 et son coefficient dominant est 1. ‘

(b) Démontrons par absurde que P(X) n’admet aucune racine réelle.
Supposons que P(X) admette au moins une racine réelle ae. Alors P(a) = 0.

Or, P(a) = (a2 + 3a)2 + (3a + 5)2. Puisque o € R, on a (a2 + 3a)2 >0et
(3 +5)° > 0, donc :

0< (a®+3a)° < Pla) et 0<(3a+5)%< Pa).
Sachant que P(«) = 0, on en déduit :
(@>+3a)=0 et (3a+5)2=0.

« est donc solution du systéme suivant :

a®+3a=0
3a+5=0.
Résolvons ce systéme :
a?+3a=0 ala+3)= a=0 ou a+3=0
— 5 — 5
3a+5=0 o=—z a=—=
3 3
o€ {0;-3} —= € {0;-3}
= 5 3¢
*=-3 a=—c.
3 3

5
On obtient une contradiction car -3 ¢ {O; —3}.

Par conséquent, ‘ P(X) n’admet aucune racine réelle ‘

2. (a) Soit a une racine complexe de P(X). Calculons P(@).

P@) = (a® +3a)° + (30 +5)°

a2 +3a) (3a+5)”

24 30)% + (3a+5)°
).

Puisque P(a) =0, alors : | P (@) =0=0]|.
(b) Par définition de P(X),
= (X2 43X)? 4+ (3X +5)?
= (X?+3X)? —i*(3X +5)?
= (X% 43X)? — (3iX + 5i)?
= (X% +3X) — (3iX +5)) ((X* +3X) + (3iX + 5i))
= (X% +3(1 —i)X —5i) (X* +3(1+4)X +50) |

(c) Pour résoudre dans C I'équation 2% + 3(1 + )z + 5i = 0 d’inconnue z, on
commence par calculer son discriminant A :

A=B1+1)° —4x1x5i=9(1+2i+i%) —20i = -

;37 ;37 2
On remarque que : A = 201 = (\/ﬁel%)

Donc I’équation 22+ 3(144)z + 5i = 0 admet deux solutions z; et zo dans
C qui sont données par :
C=3(1 i) — V2e T C=3(1 i)+ V2e' T

t -
2% 1 o= 2% 1

Or,

V2l = \f2<cos <3Z> + isin (T)) =2 (—\f +z‘f) =—1+1.

Par conséquent, les solutions de I'équation 22 + 3(1 4 4)z + 5i = 0 sont :

|z1=-1-2i] et [z=-2—1i]

(d) Le polynome P(X) étant de degré 4, il admet au plus 4 racines complexes

distinctes.
D’aprés la question précédente, les racines du polynome X2 — 3(144)X + 5¢
sont z; = —1 — 2i et 20 = —2 — 4. Puisque ce polynome divise P(X) dans

C[X] (d’apres la question 2(b)), on en déduit que 21 et z2 sont deux racines
complexes de P(X).

D’aprés la question 2(a), P(zZ1) = P(Zz) = 0. Donc zy = —1 + 2i et
Zz = —2 + i sont également des racines de P(X).

Ainsi, z1, 22, Z1 et Z3 sont 4 racines distinctes de P(X). On en déduit que
les racines complexes de P(X) sont exactement :

n1=—1—-2i, 20=-2—4, Z1=—14+2i et ZZ=-2+1|
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Exercice 2

1. Théoréme des accroissements finis. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b.
Si f :[a,b] = R est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors il
existe au moins un réel ¢ dans 'intervalle ]a, b[ tel que :

f() — f(a)
b—a

7o) =

2. Soit z > 0 fixé. On sait que la fonction arctan est dérivable sur R, donc elle est
continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[. D’aprés le théoréme des accroissements
finis, il existe au moins un réel ¢ appartenant a 'intervalle ]0, z] tel que :

arctan(z) — arctan(0)

tan’(c) = .
arctan’(c) 0 (%)
Or,
arctan(0) =0 car tan(0) =0 et 0€ ]—g[
1
Vy eR tan’(y) = .
y € R, arctan’(y) e
En remplacant dans (%), on obtient :
1 arctan(zx)
T+c2 T - ()

De plus,

c€l0,z] = 0< c? < 2®  car la fonction ¢ — t* est strictement croissante sur R™

= 1<1l+c%<1+2a?

1 . . *
== 1> car t — T est strictement décroissante sur R™

[ > —_—
1+¢27 1422
arctan(z) 1

— 1> >
x 1+ 22

d’aprées (k).

En multipliant par z, qui est strictement positif, on en déduit:

Vo > 0, T < arctanzx < x|
1+ 22
t
3. (a) On considére la fonction f définie par: Vz €]0, +oof, f(z) = arcans,
T

D’aprés 'encadrement obtenu & la question précédente, on a :

1
Y E]O,—FOO[, m < f(.]?) < 1.

Or, lim —— = 1. On peut donc déduire du théoréme des gendarmes que:
z—01 + 2

lim f(z) =11

z—0

(b) Notons que puisque la fonction arctan est dérivable sur R, f est dérivable
sur I =|0, +oo[. De plus,

arctan’(x) x & — arctan(z) x 1

ﬁ X x — arctan(x)

2

— arctan(z)
2

_Z _
1422

X

(c) Etudions la monotonie de f sur I =]0, +oo[. Soit 2 € I. D’aprés la question

précédente,
xT
117 — arctan(z)
)= T8
T
Or 22 > 0 et d’aprés la question 2, o2 arctan(x) < 0. Donc f'(z) < 0.
T

Par conséquent, f’ est strictement négative sur I, donc f est strictement
décroissante sur I. D’autre part, f étant dérivable sur I, elle est continue
sur I. Ainsi f vérifie les hypothéses du théoréme de la bijection. Il en
découle que f réalise une bijection de intervalle I dans l'intervalle

JZﬂ”=LE&ﬂ@&%ﬂ@{
e D’apres la question 2(a), lin%) f(z) =1.
z—
1
e lim f('r) = lim <arctan(:c) X ), avec Iim = = 0 et
r—+00 T—>+o00 T z—s-too

. 7T .
wll)riloo arctan(z) = 35 Donc mll)rilQQ f(z) =0.

Ainsi, ‘ f réalise une bijection de I =]0, 4o00[ dans J =|0, 1] ‘.‘

4. D’apreés la question 2(a), f admet une limite finie en 0 donc f est prolongeable
par continuité en 0. Si on note f le prolongement par continuité de f a 'intervalle

[0, +o0], alors : f(0) = ig% f(x) ie. m
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Exercice 3 VneN, ¢, = L (2n>

n+1\n

1 0 1 2 1
1. (a)cozm(()):let 01:1_'_1<1):2X2:

(b) Soit n € IN.

1 2(n+1) 1 [2n+2
C’I’L = ——— _—_—
T )1\ n+1 n+2\n+1
1

(2n +2)! 1 (2n+2)(2n 4+ 1)(2n)!

nt2 Dt D) nt2 " mtDnl(ntl)nl
2(n+1)(2n+1) ><(271)!_2(2714—1) 1 <2n)
(n+2)(n+1D(n+1) " nlnl  (n+2) n+1

n

2(2n 4 1)
n+2

. . 2n
(¢) Soit n € IN. Puisque n+1 > 0 et (n) > 1, nous avons .

Cnt1 _ An+2
¢n  n+2°
Or n>20 = 4n>n — 4n+2>2n+2>0 —

Ainsi , cpq1 = Cn,

D’aprés la question précédente,
dn 42

n+ 2
> 1 puis ¢pq1 = ¢,. Ainsi la suite ‘ (¢n)nen est croissante |.

=

Cn+1
Donc —
Cn

2. On définit les suites (S, )nen+ et (Th)nen+ par :

n

Ck 2
S ;:Oj e Sut =

(a) Soit n € IN*. On utilise la méthode de la quantité conjuguée aprés avoir
réduit au méme dénominateur la différence :

11 Vati-va_ (Vatl-ya)(Vatl+vn)
vnooy/n+1 \éﬁ\/’ﬂ+1 vnvn+1(vn+1+/n)
VA T - (nt1)—n

T avntatltyavatlyn  Jam+ 1) +nvntl

1 1 1
Par conséquent — — =
v oyn+1  (n+1)vn+nvn+1
Soit n € IN*.

Vn+12vn>0 = (n+1)vn+1>(n+1)y/n>0
Deplusn+1>n>0 = (n+1)vn+1>nvn+1>0.

En ajoutant membre & membre les derniéres inégalités des lignes ci-dessus,
il vient :

2n+1)vVn+12n+1)vn+nvn+1>0
1

1
Par passage a 'inverse : <
& 2n+1)vn+1  (n+1)yn+nyn+1
1 1 1

Donc, d’apreés la question 2.(a), ————————= < —= —
P 4 (®) 2(n+1)vn+1 ~Vn  Vn+1

En multipliant chaque membre par 2, on en déduit que

1 2 2
—gi_
(n+vn+1 Vn Vn+1

Cn+1

e Soit n € IN*. S,11 — Sn est positif.

= 4n+1
Alors Vn € N*, S, 11 > S,,. Donc la suite ’ (Sp) est croissante‘

2 2
e Soit n € IN*. Tn+1 - Tn = (Sn+1 - Sn) + - —F=
vn+1 n
Cn+1 2 2 0 dmi < gntl
= — | —= - . r on a admis que cp41] K —————F——
g+l vn o Vnti d i (n+1)vn+1

Donc T, - T, < ; - (2 - 2) est négatif d’aprés
i " (n4+1)vnF1 vnooVn+1 8 P

la question 2.(b). AinsiVn € N*, T,41 < 7T, .

Donc la suite ‘ (T),) est décroissante‘

eVneN*, T, S, 0

2
- N
' \/ﬁ (n—+00)
e Ainsi les suites (S,,) et (T},) sont, par définition, adjacentes.

On en déduit, d’aprés le théoréme des suites adjacentes, qu’elles sont con-
vergentes et qu’elles ont méme limite.



