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Exercice 2

Partie A
1.
0 1 0
A% = 04, B =0 0 o}, B? = B.B? = 0s.
0 -1 0
Donc, A est nilpotente d’indice 2 et B est nilpotente d’indice 3.
2.
3
100 ) ;3 1
exp(A)=L+A=(8 1 0], exp(B):Ig+B+§B2: 0 1 0
0 0 1 4 Ly
2
1 0 0 T a T = a r = a
3.18 1 0 yl=|b] << 8+y = b < y = —8a+b
0 0 1 z) c z = c z = c
x 1 0 0 a
S lyl=1-8 1 0 b
z 0 0 1 c
1 00
Donc, exp(A) est inversible et exp(A)™' = | -8 1 0
0 0 1
4.(a)
1 1 1 1 2
cCxX=18 0 O -4 =1 8 | =-2X.
-1 0 -1 1 -2
Donc, A = —-2.
4.(b) De la question précédente, on déduit facilement que, pour tout n € IN,
(~2)"
C"X = (=2)"X = | —(-2)""2 | # 03X. 1l vient que C™ est différente de O3 quel
‘ (~2)"
que soit n.

Donc, la matrice C' = A + B n’est pas nilpotente.

Partie B
1. Puisque M et N commutent, on peut utiliser la formule du binéme :

(M + N)* = <§) M*N° + (f) M3N' + (;) M?N? + (3) M'N3 + (i) MON*,

Or, par hypothése, M? = M? = M* = O3 et N> = N* = 0.
Donc, (M + N)* = O3 : M + N est nilpotente.

g}'(p(M) exp(N) = (I3 + M)(Is+ N + %Nz)
:13+N+M—|—%N2—|—MN+%MN2
De plus
exp(M + N)=I3+ (M + N) + %(M—s—N)Q + %(M—i—N)?’
=I+M+N+ %(M2+2MN+N2) - é(M3 +3M32N +3MN? + N?)
=3+ M+ N+ %(03 +2MN + N?) + é(og + 303N +3MN? + 03)

1 1
:13+M+N+MN+§N2+§MN2

11 vient que exp(M + N) = exp(M ) exp(N).

3. 1 1
exp(N) exp(=N) = (I + N + 5N?) (I = N + 5 N?)

= (I3 + 3N + N [T + 3N%) = N
=(Is+N*+ %N“) - N?

=13 (car N* = 03).

1
1l vient que exp(NV) est inversible et exp(N)™ ' = exp(=N) = I3 — N + §N2.

Exercice 3

Partie A
1. Pour tout z €]0; 1], f(z) — 2 = (2 cosh(z) — 1) est du signe de 2 cosh(x) — 1.

Or z > 0= cosh(z) > cosh(0) = cosh(z) > 1 = 2 cosh(z) > 2
= 2cosh(z) —1>1>0
Donc Vz €]0; 1], f(z) —x >0
2. f est dérivable sur [0; 1]
et Ve € [0; 1], f'(z) =2(1 x cosh(z) + z sinh(z)) = 2 (x sinh(z) + cosh(z)).
Or z sinh(z) >0 et cosh(z) > 1> 0. Donc Vz € [0; 1], f'(x) >0

La fonction f est continue et strictement croissante sur 'intervalle [0; 1].
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Donc, d’aprés le théoréme dit «de la bijectiony, f est bijective de [0; 1] sur
I'intervalle image f ([0; 1]) = [f (0) ; f(1)] =[0; 2 cosh 1]

On en déduit les tableaux de variation de f et de sa réciproque f~* :

;I(LE) 0 ¥ ! T 0 2 cosh1
1
2 cosh1 et 1
= (@) /
@ .

3. La fonction exp admet pour développement limité & 'ordre 2 en O :

2
T £ 2 . _
e =1+z+ 5 +z°e1(z) avec xhi{logl(x)*o

2
On en déduit que e *=1—x+ % +a?ei(—x)
T —x 2
$:1+x—+x252(z) avec  lim ey(x) =0
Tr—r

puis que cosh(z) = ) ) o

Donc la fonction f admet un développement limité & 'ordre 3 en 0 donné par :
2

flz) =22 <1—|— % —|—J:2€2(x)) =2z + 2% + 2% (x)

avec lim e(x) =0
r—0

Partie B
1. Montrons par récurrence sur n € N, que u, €]0; 1]

e Initialisation : vy =1¢€]0; 1]

e Hérédité : Soit n € IN. On suppose que u, €10; 1].
Comme ]0; 1] € ]0; 2cosh1], f~'(u,) €]0; 1]
car pour tout réel  de J0; 2cosh1], £~ (z) €]0,1]
Donc uy41 €105 1]

e Conclusion : d’aprés le principe de récurrence,

VnelN, wu,€]0;]]

2. (a)

Soit n un entier naturel quelconque fixé.

Un+1 = f71 (un) = Un = [ (Uny1)

On a vu en B1. que u,41 €]0; 1] et en Al que Vz €]0; 1], f(z) —2 >0
Donc f (unt1) — unt1 > 0 c’est-a-dire u,, — up1 > 0.

Ainsi la suite (u,),, o est strictement décroissante.

On a vu que Vn € N, u, > 0. La suite (uy) est décroissante et minorée par
0. Elle est donc convergente. Notons L sa limite.

Comme pour tout entier naturel n, u, € [0; 1], on obtient par passage a la
limite, L € [0; 1].

Comme f~! est continue sur [0; 2cosh 1] (en tant que réciproque d’une fonc-
tion continue et strictement croissante), elle est continue en L.

On en déduit que lirf FHun) = F7HL).
n—-+oo
. -1 o . _ . .
Or B/ (i) = Lo i = Doy =1L
Donc, par unicité de la limite d’une suite, f~' (L) = L ce qui implique que
L = f(L). Or selon la question Al , la seule solution sur [0; 1] de I’équation
f(x)=xzest 0. Onadonc L=0et| lim w, =0

n—-+o0o

e Soit n € IN, n fixé.
Upgr = f1 (up) dou  up = f (upt1) = 2upy1 cosh(uny1)

1
dOHC Ap+41 _ 2n+ Un+1 _ 2un+1 _ 2u7l+1 _ 1
an, 2n u,, Up, 2up41 cosh(upy1)  cosh(upiq)

1
e Puisque up41 >0, cosh(upi1)>1 et 0< —— < 1.
cosh(tn+1)

n

a
On en déduit que 2+l 1. Donc Vn € N, ant1 < an

n
ce qui signifie que la suite (a,,) est strictement décroissante.

La suite (ay,) est strictement décroissante. Elle est de plus minorée par zéro.
On en déduit qu’elle est convergente et que sa limite ¢ vérifie : 0 < £ < ag-

En admettant que £ # 0, on peut conclure que




