
Correction
Correction de l’exercice 1.

1. D’après la formule du binôme de Newton, on a :

(2a + 3b)3 =

3∑
k=0

(
3

k

)
(2a)k(3b)3−k =

3∑
k=0

(
3

k

)
(2a)3−k(3b)k

=

(
3

0

)
(2a)3(3b)0 +

(
3

1

)
(2a)2(3b)1 +

(
3

2

)
(2a)1(3a)2 +

(
3

3

)
(2a)0(3b)3.

On lit les coefficients binomiaux sur la ligne correspondant à n = 3 du triangle de Pascal. On obtient :

(2a + 3b)3 = 1(2a)3(3b)0 + 3(2a)2(3b)1 + 3(2a)1(3a)2 + (2a)0(3b)3

= 8a3 + 36a2b + 54ab2 + 27b3.

2. Considérons un entier n ∈ N quelconque.
— Supposons que n est pair. Alors : f (n) = n+1 et n+1 est impair, donc f (n+1) = (n+1)−1 = n.

Ainsi, (f ◦ f )(n) = f (f (n)) = f (n + 1) = n.
— Supposons maintenant que n est impair. Alors : f (n) = n − 1 et n − 1 est pair, donc f (n − 1) =
(n − 1) + 1 = n. Ainsi, (f ◦ f )(n) = f (f (n)) = f (n − 1) = n.

On a donc, que n soit pair ou impair, (f ◦ f )(n) = n. Donc :

∀n ∈ N, (f ◦ f )(n) = n.

On en déduit que f ◦ f = idN. Or d’après le cours, si il existe une application g : N → N telle que
f ◦ g = idN et g ◦ f = idN, alors f est bijective et f −1 = g. Puisque f ◦ f = idN, on en déduit donc que
f est bijective et que f −1 = f .

3. (a) En utilisant successivement la formule de Moivre et la formule du binôme de Newton, on a :
n∑
k=0

(
n

k

)
eik

π
3 =

n∑
k=0

(
n

k

)(
ei

π
3

)k
=

n∑
k=0

(
n

k

)(
ei

π
3

)k
× 1n−k =

(
ei

π
3 + 1

)n
.

Or,

ei
π
3 + 1 = ei

π
6

(
ei

π
6 + e−i

π
6

)
= ei

π
6 × 2 cos

(π
6

)
, d’après les formules de Moivre

= ei
π
6 × 2

√
3

2

=
√
3ei

π
6 .

Ainsi, en utilisant à nouveau la formule de Moivre on obtient :
n∑
k=0

(
n

k

)
eik

π
3 =

(√
3ei

π
6

)n
=
√
3
n
ei

nπ
6 .

(b) En identifiant les parties réelles de l’inégalité obtenue on a :

Re

(
n∑
k=0

(
n

k

)
eik

π
3

)
= Re

(√
3
n
ei

nπ
6

)
,

i.e.
n∑
k=0

(
n

k

)
cos
(
k
π

3

)
=
√
3
n
cos
(nπ
6

)
.
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Correction de l’exercice 2.

1. La fonction fn est dérivable par somme, produit et composition de fonctions usuelles dérivables sur R
et, pour tout x réel :

f ′n(x) = −e−x
(
1 +

n∑
k=1

xk

k!

)
+ e−x

(
0 +

n∑
k=1

kxk−1

k!

)

= −e−x
n∑
k=0

xk

k!
+ e−x

n∑
k=1

xk−1

(k − 1)!

= −e−x
n∑
k=0

xk

k!
+ e−x

n−1∑
k=0

xk

k!

= −e−x
xn

n!
.

2. Soit x ∈ [0, 1], alors : ∣∣f ′n(x)∣∣ = ∣∣e−x ∣∣ · |xn| · ∣∣∣∣ 1n!
∣∣∣∣ 6 1 · 1 · 1n! .

En effet :

0 6 x 6 1 =⇒

{
0 6 xn 6 1

e−1 6 e−x 6 e0, par croissance de la focntion exponentielle.

3. La fonction fn est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. Ainsi, d’après l’inégalité des accroissements
finis et le résultat de la question précédente, on en déduit que :

|fn(1)− fn(0)| 6
1

n!
|1− 0| .

4. (a) On remarque que, par définition de un :

0 6 |fn(1)− fn(0)| 6
1

n!
⇐⇒ 0 6

∣∣∣un
e
− 1
∣∣∣ 6 1

n!

⇐⇒ 0 6 |un − e| 6
e

n!

Ainsi, d’après le théorème des gendarmes :

|un − e| −→
n→∞

0,

et donc lim
n→∞

un = e.

(b) On sait que :

∀n ∈ N, fn(1) = e
−1

n∑
k=0

1

k!
.

D’où :
n∑
k=0

1

k!
= efn(1) = un −→

n→∞
e.

Page 2 sur 1



Correction de l’exercice 3. La suite (Tn)n∈N de polynômes est définie par :{
T0 = 1 , T1 = X

∀ n ∈ N∗, Tn+1 = 2X Tn − Tn−1 (?)

1. (a) T0 = 1 ; T1 = X ;
T2 = 2XT1 − T0 = 2X2 − 1 ;
T3 = 2XT2 − T1 = 2X(2X2 − 1)−X = 4X3 − 3X ;
T4 = 2XT3 − T2 = 2X(4X3 − 3X)− 2X2 + 1 = 8X4 − 8X2 + 1.

(b) On rappelle que les polynômes irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 et les polynômes
de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif. T0, T3 et T4 ne sont ni de degré 1, ni
de degré 2.
De plus T2 =

(√
2X − 1

)(√
2X + 1

)
n’est pas irréductible dans R[X]. Donc T1 = X est le seul

polynôme irréductible dans R[X] parmi les 5 précédents.

2. On admet que chaque polynôme Tn est un polynôme de degré n.

(a) Soit n un entier naturel non nul fixé.
D’après la relation (?), Tn+1 = 2X Tn − Tn−1.
Or deg(Tn−1) = n− 1 , deg(2X Tn) = deg(2X) + deg(Tn) = 1 + n et deg(Tn−1) < deg(2X Tn).
Donc les polynômes Tn+1 et 2X Tn ont le même monôme dominant, à savoir :

an+1X
n+1 = 2X an X

n = 2an X
n+1.

On obtient ainsi
an+1 = 2 an.

(b) Nous avons d’après la question précédente : ∀ n ∈ N∗, an+1 = 2 an.
Cette égalité est fausse pour n = 0 car a0 = a1 = 1. La suite (an)n∈N∗ est géométrique de raison
2 et de premier terme a1 = 1. Mais la suite (an)n∈N n’est pas géométrique. Par conséquent :{

∀ n ∈ N∗, an = 2n−1

a0 = 1.

3. On se fixe un réel a.
— Pour tout entier naturel n non nul, notons P(n) les deux égalités :

« Tn−1(cos a) = cos
(
(n − 1)a

)
et Tn(cos a) = cos

(
n a
)
».

— Vérifions P(1) : T0(cos a) = 1 = cos(0 a) et T1(cos a) = cos a = cos(1 a).
— Soit n ∈ N∗. Supposons P(n) vraie. Démontrons alors, sous cette hypothèse que P(n + 1) est

vraie, ce qui revient à prouver seulement que Tn+1(cos a) = cos
(
(n + 1)a

)
.

D’après la relation (?), Tn+1 = 2X Tn − Tn−1. En évaluant en X = cos a, on obtient :

Tn+1(cos a) = 2 cos(a)Tn(cos a)− Tn−1(cos a).

Or, d’après l’hypothèse de récurrence, Tn−1(cos a) = cos
(
(n− 1)a

)
et Tn(cos a) = cos(na). Donc

Tn+1(cos a) = 2 cos(a) cos
(
na
)
− cos

(
(n − 1)a

)
.

En remplaçant b par na dans l’égalité rappelée : 2 cos a cos b = cos(a+b)+cos(a−b), on obtient

Tn+1(cos a) = 2 cos(a) cos
(
na
)
− cos

(
(n − 1)a

)
= [cos(a + na) + cos(a − na)]− cos

(
(n − 1)a

)
= cos

(
(n + 1)a

)
+ cos

(
(1− n)a

)
− cos

(
(n − 1)a

)
= cos

(
(n + 1)a

)
+ cos

(
(n − 1)a

)
− cos

(
(n − 1)a

)
= cos

(
(n + 1)a

)
.
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— En conclusion, selon le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier n ≥ 1.
En particulier :

∀ n ∈ N, Tn(cos a) = cos(n a).
4. — En prenant a = 0 : Tn(1) = Tn(cos 0) = cos(n × 0) = cos 0 = 1.

— En prenant a = π : Tn(−1) = Tn(cosπ) = cos(nπ) = (−1)n.
5. (a) On résout dans l’intervalle [0 , π], l’équation d’inconnue a : cos(4 a) = 0.

cos(4a) = 0 ⇐⇒ cos(4a) = cos
π

2

⇐⇒ ∃ k ∈ Z, 4a =
π

2
+ kπ

⇐⇒ ∃ k ∈ Z, a =
π

8
+ k

π

4

⇐⇒ ∃ k ∈ J0 , 3K ; a =
(1 + 2k)π

8

⇐⇒ a =
π

8
ou a =

3π

8
ou a =

5π

8
ou a =

7π

8
.

(b) Soit a l’une des quatre solutions de l’équation précédente.

Alors T4 (cos a) = cos (4 a) = 0. Donc les nombres réels cos
π

8
, cos

3π

8
, cos

5π

8
, cos

7π

8
sont

des racines du polynôme T4.

D’autre part, comme la fonction cos est strictement décroissante sur l’intervalle [0 , π] et que

0 <
π

8
<
3π

8
<
5π

8
<
7π

8
< π, les réels cos

π

8
, cos

3π

8
, cos

5π

8
, cos

7π

8
sont deux à deux

distincts.

Ainsi le polynôme T4 admet au moins 4 racines réelles distinctes :

cos
π

8
, cos

3π

8
, cos

5π

8
, cos

7π

8
.

(c) T4 est de degré 4, donc T4 admet au plus 4 racines réelles. Ainsi T4 admet exactement 4 racines

réelles de multiplicité 1 : cos
π

8
, cos

3π

8
, cos

5π

8
, cos

7π

8
, et donc :

T4 = a4

3∏
k=0

(
X − cos

2k + 1

8
π

)
.

Finalement

T4 = 8
(
X − cos

π

8

)(
X − cos

3π

8

)(
X − cos

5π

8

)(
X − cos

7π

8

)
.
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