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Exercice 1

Partie A
1. Soient (u,) une suite, et £ un réel. On dit que (u,) converge vers ¢ lorsque :

Ve>0,INeN/VneN, (n>N = |u, — (| <¢)

2. On dit que (uy,) est bornée lorsque :

IMeR/VneN, |Ju,| <M

3. cf. cours pour la démonstration. La réciproque est fausse, il suffit de considérer
la suite dont le terme général est u, = (—1)" : cette suite est bornée, mais elle
ne converge pas.

Partie B

1. Soient x, et y deux réels positifs. Alors :

(Va—v5)" >0
= z—-2/zy+y =0

= T+y =2\xy
Tty

- 9 VTY

Ce qui est 'inégalité demandée.

\

WV

2. On démontre les deux inégalités de maniére séparée :

Tz <y
= z Xz <Xy (car x est positif)
= x < /zy (car x — /z est croissante)
De plus r <y
= x Xy <yxy (car y est positif)
= Vzy <y (car x — /x est croissante)

3. (a) Soit n un entier naturel, définissons 'inégalité H(n) par : «a, < bp».
e H(0) est vraie par hypothése.
e Soit n € IN. Montrons que H(n) = H(n+1) :
D’apreés la question 1., m < M.
Ce qui montre que a1 < bpy1- 2

e Ainsi, pour tout entier naturel n, on a démontré que a,, < b,.
(b) Soit n un entier naturel, d’apreés la question 2., comme a,, < b,, on peut en
ap + by

5 < b,. Ce qui montre que b, 41 < by, : la suite (by,) est

déduire que
décroissante.

(¢) Soit m un entier naturel, d’aprés la question 2., comme a,, < b,, on peut en
déduire que a,, < \/apb,. Ce qui montre que a, < ap4+1 : la suite (a,) est
croissante.

(d) Ainsi, (a,) est croissante et majorée (par bg), donc le théoréme de la limite
monotone permet de conclure que la suite (ay) est convergente. Soit ¢ sa
limite. De méme, (b,) est convergente, appelons I’ sa limite.

En passant a la limite dans la relation de récurrence qui définit b,,41, on

obtient :
U+l

2
Ce qui montre que £ = I’, les deux suites ont la méme limite.

l/

(e) Les suites étant adjacentes, on a ’encadrement a; < ¢ < by, ce qui donne

I’inégalité voulue :
b
Vaoby <€ < a0—2|— 0

145
4. Par la question précédente, on sait que v1 x5 < £ < % Comme V5 > V4,

cela montre que la partie entiére de ¢ vaut 2 (en toute rigueur, il faudrait consid-
érer 'encadrement a; < ¢ < bg pour démontrer que ¢ # 3).

Exercice 2

Partie A

1. Soit f: E — F une application. On dit que f est injective ssi

V(,a') € B2, [(z#2)= (f(x) # f2')]

cad. V(z,o)eE? [(f(x)=f(2))= (x=21')]

exp: R — R
x — €"
(car strictement monotone sur R) et non surjective (car zéro n’a pas d’antécédent

par exp).

2. La fonction exponentielle est une application injective
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1.

f(1+i):i%:—2 ot f(i) =

(a)

(b)

(b)

Partie B
2 _ 2.
(i—-12 —2i "

Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6¢ revient a résoudre
dans C I’équation z? = 8 — 6i. On pose z = x + iy avec z et y réels.

2 o9 2 g @
2286i<:>{;v+2zxy Y 8 — 61

|22| = |8 — 61

I2—y2:8 $2*y2:8
= 2zy = —6 <= 22 +y* =10

o1 = VB4 (6P ry = =3

222 = 18 z2=9

2 2 x:?) l':73
— =2 <= y =1 — __q Ou 1

xy = —3 Ty = —3 y= y=

<< z=3—-10ouz=-3+1

Le complexe ’ 8 — 67 admet deux racines carrées opposées : 3 —i et —3 +1 ‘
1 2 1
= — = =
* B =1 (z—1)2  4-3
— (z-1)?=8-6i
< z—-1=3-i¢ ou z—-1=-3+idaprés B.2.(a)
<< z=4—19 ou z=-2+41

1 1
-1 . _ 1 , )
o f <{4—3i}) = {ZGE/f(Z) 4_32,} est I’ensemble des solu
1

tions de I’équation f(z)

— (z—-1)?=2(4—30)

T A3

Don f! ({413i}> ={4—i, -2+i}

e Soit k € C*. Alors f(2) =k < (2 —1)? =2/k.
Si on désigne par a une racine carrée du nombre complexe 2/k, alors
la seconde racine carrée de 2/k est —a et I’équation f(z) = k admet
comme solutions 1 +a et 1 — a.
Par conséquent tout complexe non nul £ admet deux antécédents par f
dans I’ensemble E. Ainsi f est surjective de E sur C*.

e Autrement dit : f(F) = C*.

Dans la question 2.(b), on a vu que deux complexes distincts (4 —i # —2+1)

avaient la méme image par application f : f(4 —1i) = f(—-2+41) = Ry
—3i
f n’est donc pas injective.

6 6
4. Soit 6 un réel tel que 0 < 0 < 27. Alors 3 €10, 7| et sin <2> > 0.

(a) ei6’ ~1 = ei9/2 % (ei9/2 . efi0/2)
= %% x (2isin(0/2)) d’aprés une des formules d’Euler
= 2isin(=)e'?

, AR A
b) Dans un premier temps, (e'? — 1 —loisin( =) e8| = —4sin?(2)e?
2 2

; 2 1 —e710
On en déduit que f(e'?) = = =
aue J() (e —1)*  —2sin®(§)ei?  2sin® (9)

Or —1=¢'". Donc

f(eiG) _ 1 ei(ﬂ'fe)

(a) e Soit z € A\ {1}. Alors il existe y € R* tel que z = 1 + iy.
2 2
D’ou =——=——'D -
ou f(z) ATy~ 17 )2 onc f(z) eR
Ainsi f (A\{1}) CcR™™.

e Réciproquement, soit 7 un réel strictement négatif. On a déja vu que :
f2)=r <= (z-1)2*=2/r.
2

On sait que a =14
Ir|

est une racine carrée de 2/r.
Donc 1+ a est une solution de ’équation d’inconnue z, f(z) =r
2
e A\ {1}.

avec l+a=1+144/—
Finalement f (1+a)=ret R™* C f(A\{1})

7]

On a prouvé que ’f (A\{1})) =R~"

(b) Déterminons f~'(R*). On désigne par i R ’ensemble des imaginaires purs.
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ze [THRY)

!

f(z) R On en déduit que

SR =R\ {1}UA\ {1}

!

JkeZ/arg[f(z)] =kn

!

EIkGZ/arg{(z_Ql)Q} — ki

Ik e Z ) arg(2) —arg [(z — 1)2] =k
IkeZ ) —2arg(z—1) =k~

Ik eZ | arg(z — 1) = —kn/2

(:—1) €R* ou (z— 1) € iR\ {0}
2eR\ {1} ouzeA\ {1}

ze (R\{1}UA\{1})

[ A A




