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Exercice 1 (Corrigé - 12 points).
1. (a) Soit N € N*. Par changement de variable dans la premiére somme, on a :

N N+1
Z(‘”“L —\/%) Z\/k+1—2\f Z\f Z\f
=<Z¢E+m>—<ﬁ+z¢%>
k=2 k=2
=vVN+1-1.

(b) Soit k € N.

(\/k+ —\/E) (x/k+1+\/§) -

—_ = k+1)—k 1
F+I-vh= VE+r1+vVE S VE+14+VE  A(k)
ou A(k) = Vk + 1+ Vk.

Soit k € N*. D’aprés la question 1 k+1-—Vk
. 03 <
Puisque £ < k + 1, ona2Vk<vVk+1+Vk<2Vk+1 1. D’ou par passage

a l'inverse :
1 _ 2 < 2 < 2 L
VE+1 2vVE+1 7 VE+14+VE ™ 2vVEk Vi
ie. 1
VETLT— f) =
k+1 - ( \/E
. 1
2. On pose pour tout entier naturel n non nul, S, = ZT

(a) Soit n € N*. D’apreés (%), pour tout k € N*,

>2(\/ﬁ—\f) Donc :

7
5,222(@— k):2;(\/ﬁ—f)

n

D’apres 1(a) avec N = n, on a : Z(karlf\/E) =+vn+1-1. Onen

déduit que -

Sp>2(Vn+l1-1)=2Vn+1-2.

1 K1 |
b) Pour toutn € N*,ona:S,=—=+)» —==1+)» —=. Parlechangement

d’indice k = p + 1 dans la derniére somme on a :

— 1 n—1 1
Snf1+pZ:;\/lﬁflJrkZ::1 N
1
D’aprés (x), pour tout entier k € [1,n — 1], <2 (\/k:Jr - \/E)
vk+1
D’ou, "
n—1 n—1
S, < 1+ZQ(\/k+ —\/E) :1+2Z<\/k+ —x/E).
k=1 k=1

n—1
D’apreés 1(a) avec N =n—1,0n a Z (\/k: +1- \/E) = +/n — 1. Ainsi,
k=1

Sp<1+42(vVn—1)=2y/n—-1.
(c) D’aprés 2(a)et 2(b), on a pour tout n € N*, 2¢/n+1-2< S5, <2y/n—1,

donc
ntl 1S 4 1
n n = 2yn 2v/n
1 / 1 1
(d) n+ = 14+ = — VI = 1 et — — 0, donc
n n  n—too Vn  n—too

n—-+o0o n \/ﬁ n—-+oo 2\f

réme des gendarmes permet de déduire de l'encadrement obtenu en 2(c) que

lim < n+1_1> = 1. De méme lim <1—1) = 1. Le théo-

lim = 1 c’est-a-dire que S,, est équivalente & 2v/n lorsque n tend
n—+oo QI
vers —+00.
1
3. On pose pour tout entier n € N*, w,, = S,, —2v/n et u, =w, — 7
n
(a) e Pour tout n € N*,
Wyt1 — Wy = (Spt1 — 2vVn+1) = (S, — 2v/n)
= (Sn-‘rl - 71,)_2(\/”"' _\/ﬁ)
1
= —2(vVn+1—+/n
— 2V vn)

<0 dapres (x).
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Donc la suite (wy,),, est décroissante. Tout élément de A est un élément de B donc A C B. De méme,
e Pour tout n € N*,

r€B — x€eAouxeB
1 1
un+1_un:<wn+1_m>_<wn_> = r€AUB
n 1 . — z€BNC car AUB=BNC
— — rze€BetxeC
—

= (w'n+1 — wn) - \/m + \/ﬁ
z e C.

1 1 1
- _Q(WH_\/E))_ L
<Vn+ vn+l  n Donc B C C. Ainsi on a bien :
:7*2(“” —Vn) AcBccC.
>0 d’aprés (x).
- pres (+) Exercice 3 (Corrigé - 4 points).
Donc la suite (uy,),, est croissante. 1. Pour tout réel z, on a :
1
li n—W,) = lim ——— =0.0 déduit d 1 it
o n;rfm(u Wp,) Jdm NG n en déduit donc que les suites
(un),, et (wn), sont adjacentes. (B) : |2-2%| <1 (E) : |3-2%| <2 (B) : |3-2%| <1
(b) (un),, et (wy), étant adjacentes, elles convergent vers la méme limite que | ., <9 .2 < — _9<3_z2<9 — _1<3_22<1
I’on note £. Posons pour tout n € N*, = w, — L. Alors lim ¢, =0 et B 9 - B ) - B ) -
n—+oo — 3< - < -1 — -Hh<—x"< -1 — 4 < —x°< =2
pourtoutneN,onazsn:Sn—2\f—€donc: 9 9 9
— 1<z <3 — 1<zx*<5H — 2<zx*<4
Sn=2vn+{+en. = re[-V3,-1U[LV3E]. <= ze[-V5-1U[l,VE]. <<= z€[-2,—V2]U[V22

Exercice 2 (Corrigé - 4 points).

Soient A, B et C trois ensembles. 2. 80t f : R = LRJ - Pour tout z € R,
x = |z
1. L’assertion C C (AUB) = (C C A ou C C B) est fausse en général. On peut
construire un contre-exemple : si on pose A = [—1,0], B =1[0,1] et C = [-1,1], .
alors on a C = AU B et donc C C AU B. Pourtant C n’est inclus ni dans A, ni ve f7 ({23)) = flz) {23}
dans B (car C posséde des éléments qui ne sont pas dans A et des éléments qui — |z] € {2;3}
ne sont pas dans B). e |z]=2o0u|z] =3
2. Supposons que AU B = BN C. Démontrons alors que A C B C C. s 2<zr<3ou3d3<z<4
— 2<z<A4,
r€A = x€AouxeB = 7z € [2;4]

= x€ AUB

— xe€BNC car AUB=BNC
= x€Betzxel

— z€B.

done £~ ({2:3}) = [2:4]
De la méme facon, on démontre que f~* ({1;2}) = [1;3[, et £~ ({0;1}) = [0;2].




