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Les nombres complexes

Ecrire sous forme algébrique :

.(1 vﬁ) 3. (1+i)(1-2i)
1. i|=———1

3 3
1 1-: 1+3;
2. - 4. - + -.
4-3; 3+2i 2-3i
n Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
A= (2+l)(1—l)2 C= 3+21_1—21
1+1 1-i
1+2i 1+1
B= D= -
1-i V3-i

n Déterminer I'ensemble des nombres complexes z vérifiant :

z—1
z+3

=1

n Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M d’af-
fixe z ou z vérifie 'équation donnée :

a) Re(z+1)=0 b) |z|=2 c) |lz+1|=]z|.
B Résoudre I'équation d’'inconnue z € C suivante :

(E) : 2—-2z2+2=0.

+ib
n Soit z = — ld oua, b, c et d sont des nombres réels tels que c +id # 0.

c+i
Trouver une relation entre a, b, ¢ et d pour que :

1. z soit un nombre réel,

2. z soit imaginaire pur.

Résoudre I'équation d’'inconnue z € C suivante :
(E) :2z2-2+61==z.

n Soient z et z’ deux nombres complexes. Les affirmations ci-dessous sont-
elles vraies ou fausses? Le démontrer.

A1 : Siz—-z=0alorsz=0.
As : Silzl|=1etquelz+2'|=1alorsz' =0.
Az : SiIm(z+2')=0 alors z et 2z’ sont conjugués.

A4 : Siz est sur le cercle trigonométrique alors 1/z I'est aussi.

n Ecrire sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle le nombre

1 :
complexe _1+i—\/§(1—i)
A= 1+ '

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

4
1-iv3 1+ivV3
—1i\/— 22=—( ! ), et 23:(1—i)6.
l

= ’ 2-2i

6-1iv2
Onpose:zlz\/_TL\/_

1. Donner la forme exponentielle de z;z2 et z—;

et z9=1-1.

2. Donner la forme algébrique de 2—;

3. En déduire les valeurs exactes de cos ({5) et de sin ({5).

Soit x € R, linéariser les expressions suivantes :

1. sin(2x)cos(3x), 3. cos®x +2cos?x,

2. cos?x.sin’x, 4. sin%(3x) + cos%(2x).

i0 _

. e
Soit 0 €] — 7, 7[. Ecrire ——— sous forme algébrique.
el +1
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S’exprimer et raisonner en mathématiques

1. Les essentiels

Soit f une fonction de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs
les expressions suivantes :

f n’a jamais les mémes valeurs
en deux points distincts

1. f ne prend que des valeurs po- 6.
sitives
. f sannule 7. f estla fonction nulle

£ est majorée 8. f s’annule une seule fois
9. f est paire

10. f atteint toutes les valeurs de

2
3
4. f est bornée
5 Pensemble N.

. f n’est pas la fonction nulle

Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction a valeurs
réelles définie sur I. Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes :

Vxel, f(x)#0
VyeR,Axel, f(x)=y
AIMeR,Vxel, |fx)sM
Vxel,(f(x)>0=>x<0).

Vxel, f(x)<O0
Va>0,3xel, f(x)=a
IMeR,Vxel, f(x)+M=0
Vxel,(f(x)=0=>x=0).

L s
® e o

2. On se donne deux nombres réels a et 6. On considere I'implication ()
suivante :

1. Si P et @ sont deux assertions logiques, rappeler la négation et la
contraposée de P = Q.

(Ik€Z,a=b+2kn)= sin(a) =sin(b).
(a) Cette implication (x) est-elle vraie ?
(b) Ecrire la contraposée de I'implication (x).
(c) Ecrire la négation de I'implication (x).

(d) Ecrire la réciproque de 'implication (x). Cette réciproque est-elle
vraie ? Pourquoi ?

2. Pour travailler seul

Soit f une fonction définie sur un intervalle réel I a valeurs réelles.
Exprimer verbalement les assertions suivantes :

1. 3CeR, Vxel, f(x)=C,
2. Vxel, (f(x)=0=x=0),
3. Vael,Vyel, (x<y= fx)<f(y),

4. danslecasoul=R :VxeR, f(x+m)=/[f(x).

On définit les assertions suivantes :

e D :«dJedors. » e P
o T : «dJe travaille. » e R

: «Je parle. »
: «Je réve. »

Exprimer sous forme symbolique les affirmations ci-dessous.

Je travaille et je réve, mais je ne dors pas.

Quand je travaille, je ne parle pas.

Chaque fois que je travaille, je parle mais je ne dors pas.
Si je travaille ou si je parle, alors je dors.

11 suffit que je travaille pour que je réve.

IR o e

Une condition nécessaire pour que je travaille et que je parle est que je
réve.

7. Je travaille et je parle si et seulement si je réve ou je dors.

8. Soit je travaille et je réve, soit si je dors alors je ne parle pas.

«Si je vais au cinéma, alors je porte mes lunettes et je ne dors pas. Si je
ne dors pas, alors je mange des pop corn. Je ne mange pas de pop corn. » Que
peut-on en déduire ?

O Je dors.

O Je ne dors pas.

O Je ne vais pas au cinéma.

O Je ne porte pas mes lunettes.

O Je vais au cinéma et je dors.
O Je ne porte pas mes lunettes
et je ne vais pas au cinéma.
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BX On considere lassertion (P): VxeR, (x2>5=> x> v/5). Ecrire la néga-
tion de (P). Lassertion (P) est-elle vraie ? Justifier la réponse.

Les phrases suivantes signifient-elles A= BouB=A?
Si A, alors B.

Pour que A, il faut que B.

Pour que A, il suffit que B.

A est une condition suffisante pour B.

A est une condition nécessaire pour B.

A des que B.

A est faux si B lest.

No e e
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Trigonométrie et compléments de calcul

algébrique

1. Equations et inéquations

24

(E1):
(E2):

1.
2.

Encadrer x+y,x—y,xy et f sachant que x €[3;6] et y € [—4;2].

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x| + (x — [x] )2.
Démontrer que : VxeR, |x+1]=|x]+1.
En déduire que : VxeR, f(x+1)=1+f(x).

Tracer la courbe représentative de f sur I'intervalle [-2;2].

Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x :

lx—5]=2]x+5|
[2—x|+]2x—1] =2

(E3): x+|x—1|=1+|x|
(Eg): 222+ |x—1=|x+1].

Résoudre dans R les inéquations suivantes d’inconnue x :
3. |1-24%|=3
4. x®+]x—1]-12x+1] <0.

x° + 5x < 6x2

lx—=2|+]x-1| <3

2. Trigonométrie

Résoudre dans R chacune des équations suivantes d’inconnue x et placer

sur le cercle trigonométrique les points associés aux solutions.

1
2
3.
4

. sinx:% 5. 2cosx =13

. 2sin’x=1 6. 2(cos®x—sin’x)=v2
sin2x+3cosx+%=O 7. 2cos?x+3cosx+1=0

. sin(2x) = cos(x). 8. tan(x)= 3.

Résoudre dans [0;27] les inéquations trigonométriques :

2sinx<V3, 1+2sinx>0, 2sin’x—5sinx+2>0.

m Résoudre dans [-m, 7[ les inéquations suivantes :

2

2cos(x) =1, |sin(x)| < cos“x>1.

2
1. Résoudre dans [0,27[ 'équation suivante d’inconnue x :

1
2x) = —.
cos(2x) 2

2. Résoudre dans [-7, [ 'équation ci-dessous d’inconnue x :

xy V3
): 23'

sin(§

3. Produits et sommes

m Soient 7 un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole Y ou le symbole [] :

A,=2°43%+4%+...4nb,
B, =2x4x6x---x(2n—2)x(2n),

Chx)=1-x+x2—2%+- +(=1)"x",

(1 1 1 1
D= 1—5 1—§ 1—3—5 X oo X 1_31T .

Soient n un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les expressions
suivantes avec le symbole Y ou le symbole [] :

A, =4+42+43 4. 4471

Bp(x) = 2x + 4% + 823 + - + 102440,
C,=1x2x3x4x---xn,
D,=(2+3%) x (2+3%) x (2+35) x --- x (2+3%4).

E Soit 7 un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :
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n—1 n 9l 2n

S Y @Qk+1); 3. Z32i_1 ; 5. ) (3k-2).
k:O l:0 k:n
iz% ; 4 i (k—i)

=1 il 5R)

n-1 n 3l 2n

> (Bk+2); 3. ZZSM ; 5. ) (2k-3).
k=0 k=n
LY g 43 (2] s

k=0 k=1 7*

. . P N L
L%%  Soit n un entier naturel supérieur 4 2. On pose z =e’».

. Vérifier que pour tout réel 6, 1-e'%=-2; sin(g) el?2,

1
2
1.
2
3
1
2
3

. Calculer la somme : 1+2z+22+---+2"71,
n-l km
. En déduire )_ s1n( )
k=0 n
m Soit n € N*. Démontrer que lorsque k est un entier naturel non nul :
1 1 1 1
-—— . Calculer al
ER1 RGer1) oo aor Z R+ 1)
1. Pour % entier, développer la différence : (& +1)3 —
n
2. En déduire pour n € N la somme : Z k2.
k=1
3. Calculer : 1x2+42x3+3x4+---+nx(n+1).

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes avec la formule du binéme :
n n 2n
i=o\k k=0 k =1 \J

m Soit 0 € R. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos40 et sin460 en
fonction de cos0 et sin0.

Soit x € R. Calculer ) (Z) cos(kx).

k=0

4. Pour travailler seul

m Pour tout réel x, on note |x| la partie entiére de x. Soit x € R fixé. Démon-

trer que pour tout n €N, |[x+n| = |x] +n.
w7
En remarquant que 2-3 7 calculer les valeurs exactes de :
V4
sm(lz) cos(12) tan(u)

En déduire les valeurs exactes de :
5w 5m 5m
sin cos tan| —].
12 12 12
m Soit x € [0,7]. Démontrer, en raisonnant par récurrence, que :

VrneN, |sin(nx)|<nsin(x).

m Soit n un entier naturel non nul. Calculer les expressions suivantes :

L. k2Zn\/3_k; ( ); ]1(1——)
" oun 2.
oux(—:[R

n

s 11

2n n

2. Y lk-nl; H
k=0 Jj=1

m Soit n un entier naturel non nul. On pose

En développant (1+1)?" et (1 —1)?>" par la formule du binéme de Newton,
simplifier P, et S,,.
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Suites réelles

1. Les essentiels

m On considere la suite (u,),cy définie par :

{ uo=-1; ur=1;
1
VneN, Un+2 =Upn+1 — g Un-

On définit les suites (ap),en €t (bn),en PAT

(n =Un+1 = 5 Un et b,=2"u,.

1. Démontrer que (a,), est une suite géométrique dont on précisera la raison
et le premier terme ag. Exprimer a, en fonction de n.

2. Démontrer que (b,), est une suite arithmétique dont on précisera la
raison et le premier terme by. Exprimer b, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u, en fonction de n.

m On pose :
wo=1
VneN, tnpiy=—2
A P
1. Démontrer que u, >0 pour tout entier n.
1
2. Onpose :VneN, v,=—.
Un

(a) Exprimer v,+1 en fonction de v, pour tout entier n.

(b) En déduire ’expression de u, en fonction de n pour tout n.

On définit les suites (©,),en: €t (Un)pen+ PAT :
U
Up = Z E

k=0

et vp,=u,+ .
nxn!

1. Démontrer que (u,), et (v,), convergent vers la méme limite ¢.

2. En déduire un encadrement de ¢ d’amplitude 1075.

m Soit (s,), la suite définie par :

1. Prouver que les suites (s2,),, et (s2,+1),, sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (s,), est convergente.

m La constante d’Euler. On admet que pour tout entier 2 > 1,

1
m <ln(k+1)-Ink < E

no1
On pose pour tout entier naturel n non nul, H,, = Z —.
k=1

n-1
1. Démontrer que : VneN*, H, >Inn + % Indication :H, = Z% + %
k=1
2. Démontrer que : VneN*, H, <1+Inn. Indication : H, =1+ i %.
k=2

3. En déduire un encadrement de II;II—';L puis un équivalent simple de H,
lorsque n tend vers +oo.

4. On pose alors pour tout entier n =1,

1
Wy =Up— —.
n

v,=H,—-Inn et

(a) Démontrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.

(b) En déduire qu’il existe une constante réelle y et une suite (¢,),, telles
que

lim ¢, =0.

H,=Inn+y+¢, et lin

m Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,),, :
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. Up

wp =3 4. u,=5n+7-n2 T up =450
unzﬁ 5 u,=n-Inn
. up=el™ 6. u,=n+5cosn 8. up,=vn+l1-yn

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (©,), :

— g 3. u, =n—exp(n) B 2nb

9 4. u, =2sin(n)—n n:

_ 2n"+3n _nl!

un—nz_n+2 5. un:\/_—\/m 7. un_3_n

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

nd+3n~n3 n-In(m)~n, 3In(n)#£In(n), n*+4lnmn)=o0(e").

Démontrer les relations ci-dessous au voisinage de +oo :

2n2—n~2n2, exp(2n)+n3+n!~n!, 2n? £ n?.

On définit la suite (u,),cn par :

_1
uO— §7
VnelN, un+1=un—u%.

1. Etudier la monotonie de la suite (&,),en-

. Prouver que la suite (©,,),en €st minorée par 0.

3. En déduire que la suite (©,),cn est convergente et donner sa limite.

Soit (uy),en la suite réelle définie par récurrence en posant ug =1 et

Unt1=vV1+u,sineN.

1.
2.

Démontrer que (1), en est croissante et majorée.

En déduire que (u,),cn converge et calculer sa limite.

2. Pour travailler seul

2.

Quelle est la raison d’'une suite géométrique (u,),, telle que :

n
up=90 et lim up=1507
n—>+ook:O

On considere la suite (©,,),cy définie par :
uy=3
VneN,
Soit @ un nombre réel. Déterminer a pour que la suite (v,),cn de terme
général v, = u, — a soit une suite géométrique.

Up+1=—2uUp+T.

En déduire le terme général de la suite (©,,),cn-

m Considérons la suite réelle (u,),¢y définie par :

1.

2.

B rsdian 2014.

-1<ug<0,
Up—2

VnelN, .
u,+4

Up+1 =

(a) Démontrer que pour tout n €N, -1 <u, <0.
(b) Etudier la monotonie de la suite (¢,),en-

En déduire que (uy,),cn converge et déterminer sa limite.

1. Soit (a;)ren une suite de nombres réels positifs dé-
croissante telle que :

lim a, =0.
n—+oo

On considere la suite (S},),en de terme général donné par
n
VneN, S,=Y (-Day,
k=0

ainsi que les suites (u,)en €t (U, )nen définies par :

Un=3Son,
VneN, { "0
Un =S2n+1-
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(a) Démontrer que les suites (u,), et (v,), sont adjacentes.
(b) En déduire que la suite (S,), converge.

2. Soit (b,), la suite définie par :

1
bo=-=,
0= 79

VneN, bpy1=sin(b,)+b,l+1,

ou |b,] désigne la partie entiére de b,. On admettra I'inégalité ci-dessous
que l'on pourra utiliser dans la suite de ’exercice :

Vxe[-1,0[, sin(x)> x.

(a) Démontrer que :
VneN, -1<b,<0.
(b) En déduire une expression simplifiée de b,.1 en fonction de b,,.
(c) Démontrer que la suite (b,),en est croissante.
(d) Démontrer que la suite (b,),cn converge et déterminer sa limite.

(e) Démontrer que la suite de terme général :

n
Sn — Z (_1)k+1bk
k=0

est convergente.
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