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Fonctions trigonométriques réciproques

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

e déterminer des valeurs remarquables des fonctions arc sinus, arc cosinus et arc tangente,
e rappeler les ensembles de définition et de dérivabilité des fonctions arc sinus, arc cosinus et arc tangente,
e calculer des dérivées impliquant les fonctions arc sinus, arc cosinus et arc tangente.

Un résultat essentiel pour ce chapitre est le théoréme ci-dessous vu au semestre précédent.

—| Théoréme 1.1 l

Supposons que f: I — J (ou I est un intervalle non vide non singulier de R) est bijective et dérivable
et que f/ ne s’annule pas sur I. Alors, f~! est dérivable sur J et :

1

ved, (f)(@y)= Fof @)

I La fonction arc sinus

La fonction sinus n’est pas bijective de R dans R. Cependant, elle l'est de [—7/2; 7/2] dans [—1;1].

Définition 1.2. On appelle arc sinus et on note arcsin la bijection réciproque de la fonction :

[-m/27/2] — [-1;1]
x —  sin(z).

Autrement dit, pour y € [—1; 1], arcsin(y) est 'unique angle compris entre —7/2 et 7/2 dont le sinus vaut y :

Vy € [_1; 1]7 (aI'CSin(y) = = {y =SsSmx ) .

x € [-m/2;7/2]

La fonction

fol=n/Zm/2) = [-1;1]]

x —  sin(x),
étant continue et strictement croissante sur [—m/2; /2], sa bijection réciproque arcsin est également continue
et strictement croissante sur [—1;1]. De plus, la dérivée de la fonction f ne s’annule pas sur | — w/2; 7/2] car :
Vo €] —7/2;7/2[, f'(x)=sin'(z) = cos(z) > 0.

D’aprés le théoréme 1.1, on en déduit que sa bijection réciproque arcsin est dérivable sur | — 1; 1], et que
1 1 1

Vy E] — 1, 1[, arcsin/(y) = (f_l) (y) = (f/ ° f_l) (y) = sin’(arcsin(y)) COS(arcsin(y)) .

Or, pour tout y €] — 1; 1] :
(cos(arcsin(y)))® = 1 — (sin(arcsin(y)))® = 1 — ¢,

donc
|cos(arcsin(y))| = /1 — y2.
Enfin, puisque arcsin(y) appartient & | — w/2;7/2[ et que la fonction cos est positive sur | — 7/2;7/2[, on en
déduit que :
cos(arcsin(y)) = /1 — 2.
D’ou

1
V12
La dérivée de arcsin est une fonction de classe € sur | — 1; 1[. Ainsi, la fonction arcsin elle-méme est de classe
€ sur | —1;1].
En —7/2 et en 7/2, la dérivée de la fonction sinus s’annule : la fonction arcsin présente donc en —1 et en 1 des
demi-tangentes verticales.

Vy €] — 1;1[, arcsin’(y) =
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—| Proposition 1.3 }

La fonction arcsin est continue sur [—1;1], de classe €>° sur | — 1;1[ et :

1
s

De plus, la courbe représentative de arcsin présente aux points d’abscisses 1 et —1 des demi-tangentes
verticales.

Vy €] — 1;1[, arcsin’(y) =

lllustration 1.4. Graphe des fonctions sinus et arc sinus.
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Il La fonction arccos
La fonction cosinus n’est pas bijective de R dans R. Cependant, elle I’est de [0; 7] dans [—1;1].
Définition 1.5. On appelle arc cosinus et on note arccos la bijection réciproque de la fonction :

07 = [=1;1]
x = cos(x).

Autrement dit, pour y € [—1; 1], arccos(y) est I'unique angle compris entre 0 et 7 dont le cosinus vaut y :

Vy € [_1; 1]7 <arCCOS(y) = {y = COSX >.

x € [0;7)

—| Proposition 1.6 }

La fonction arccos est continue sur [—1; 1], de classe €°° sur | — 1;1] et :
=1
N

De plus, la courbe représentative de arccos présente aux points d’abscisses 1 et —1 des demi-tangentes
verticales.

Yy €] — 1;1[, arccos'(y) =
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Démonstration.
La fonction cos étant continue et strictement décroissante sur [0; 7], la fonction arccos est continue et strictement
décroissante sur [—1;1].
De plus, la dérivée de la fonction cosinus ne s’annulant pas sur ]0; 7r[, on en déduit, a l’aide du théoréme 1.1,
que arccos est dérivable sur | — 1; 1], et que :

1 1

— - / = = —
Y €l =11 arccos'(y) cos’(arccos(y)) sin(arccos(y)) "

Or, pour tout y €] — 1;1] :
(sin(arccos(y)))? = 1 — (cos(arccos(y)))? = 1 —

[sin(arccos(y))| = v/1 — y2.

Par ailleurs, arccos(y) €]0; 7[. La fonction sin étant positive sur |0; 7|, on en déduit : sin(arccos(y)) > 0. D’ou,

sin(arccos(y)) = /1 — 2.

donc

Finalement, on obtient :
1

V1—1y?

La dérivée de arcsin est une fonction de classe € sur | — 1;1], il en est donc de méme pour la fonction arcsin
elle-méme.

En 0 et en 7, la dérivée de la fonction cosinus s’annule : la fonction arc cosinus présente donc en —1 et en 1 des
demi-tangentes verticales.

Vy €] — 1;1[, arccos'(y) = —

O

lllustration 1.7. Graphe des fonctions cos et arccos.

IIl  La fonction arc tangente

La fonction tangente n’est pas bijective. Mais sa restriction a 'intervalle | — 7/2, /2[ est bijective.

Définition 1.8. On appelle arc tangente et on note arctan la bijection réciproque de la fonction :

|—m/2;7/2] — R
x —  tan(x).

Autrement dit, pour y € R, arctan(y) est 'unique angle compris strictement entre —m/2 et 7/2 dont la tangente

vaut y :
y=tanz
Yy € R, (arctan(y) =1 <— {x €] n/2:7/2 )
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—I Proposition 1.9 I

La fonction arctan est de classe € sur R et :
1

Vy € R, arctan’(y) = T
Yy

Démonstration. Notons f la restriction de la fonction tangente a Uintervalle | — w/2; 7/2] :

f]l=-n/27/2] — R
x —  tan(z).

f est continue et strictement croissante sur ]—7/2; 7/2[, donc sa bijection réciproque arctan = f~! est strictement
croissante et continue sur R (d’apres le théoréme de la bijection). D’autre part, la dérivée de f ne s’annule pas
sur | —w/2;mw/2[ car :

Vo €] —7/2;7/2[, f'(x) =1+ tan’(x) > 0.

Donc d’aprés le théoréme 1.1, la fonction arctan = f~! est dérivable sur R et :

1 1

- = n?(arctan(y)) = 2
i) ~ tan(arctan(yy) L T taw (awctan(y)) = 14y

Yy eR, arctan’(y) = (f71) (y) =

D’ou : 1
Yy € R, arctan’(y) = —.
y ) (y) 1 + y2
La dérivée de arctan est une fonction de classe € sur R, donc la fonction arctan elle-méme est de classe >
sur R. O
lllustration 1.10. Graphe des fonctions tan et arctan.
Yy ?tén(w)
s ’
5 - < ’ :
,,’, y = arctan(z)
T T x
2 2

—I Propriété 1.11 }

La fonction arctan vérifie :

. us . T
lim arctan = —— et lim arctan = —.
—o0 2 +o00 2




Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

résoudre des systémes linéaires par la méthode du pivot de Gauss,

effectuer des sommes et produits de matrices,

appliquer rigoureusement la formule du bind6me de Newton sur les matrices,
étudier 'inversibilité d’une matrice et déterminer son inverse le cas échéant.

| Systémes linéaires

.1 Reconnaitre un systéme linéaire

Définition 2.1.
o Un systéme linéaire de n équations a p inconnues =1, z2, ..., T, est un systéme d’équations de la forme :

ai, 121 + a1, 22 +...+ a1,pTp = b1
21T + G22T2 + ...+ A2 pTp = b
Op1T1 + Gn2T2 + ...+ ap pTp = by

ou les a; ; et les b; sont des nombres (réels ou complexes) donnés.
e On appelle solution de ce systéme tout p-uplet (21, x2, ..., zp) qui vérifie toutes les équations du systéme.

Exemple 2.2. Un exemple de systéme & deux équations et trois inconnues :

2r 4+ 3y — 2z = 0
r + y + z = 12

Proposition 2.3 }

Un systéme linéaire admet soit une solution unique, soit une infinité de solutions, soit aucune solution.

Définition 2.4. On dit que deux systémes linéaires sont équivalents lorsqu’ils ont les mémes inconnues et les
mémes solutions.

.2 Systémes linéaires échelonnés

Définition 2.5. Un systéme linéaire échelonné est un systéme pouvant s’écrire sous forme «triangulairey (quitte
a renumeéroter les inconnues) :

ai 11 + a1,2%2 + ...+ a1,nTn + ...+ a1,pTp = b1

az2x2 + ...+ a1,nTn + ...+ a2,pTp = b2

pnTp + -+ GppTp = by

avec p > n. Les inconnues figurant en début de ligne (ici z1, z3, ..., x,) sont appelées inconnues principales.
Les inconnues non principales sont appelées inconnues auxiliaires.

Exemple 2.6. Le systéme ci-dessous est échelonné :

20 + 3y — 2z = 0
y + z = 1

Remarque 2.7. Pour résoudre un systéme linéaire échelonné, on exprime les inconnues principales en fonction
des inconnues auxiliaires (s'il y en a) en partant de la derniére équation, puis on remonte en effectuant des
substitutions.




Exemple 2.8. Reprenons le systéme de 'exemple précédent. On exprime les solutions en fonction de z.

{2x+3y—z:0 — {296—1—3(1—2)—2:0 — {x:(4z—3)/2 — {x:2z—3/2

y+z=1 y=1-z2 y=1—=z2
Ainsi, 'ensemble des solutions est donné par : {(22 = %, 1—2, z),z € ]R}.

Remarque 2.9. On aurait pu aussi choisir d’exprimer z et z en fonction de y. L’ensemble des solutions aurait
alors été écrit differemment mais il aurait contenu exactement les mémes éléments.

.3 Le pivot de Gauss

Dans tout ce qui suit, nous noterons L; la i-éme équation d’un systéme linéaire.

—| Théoréme 2.10 }

Partant d’un systéme linéaire quelconque, on obtient un systéme linéaire équivalent en lui appliquant
I’'une des opérations suivantes :

(i) permutation de deux lignes L; et L; (L; ¢+ L;),
(ii) multiplication d’une ligne L; par a # 0 (L; < aL;),
(iii) addition & une ligne L; d’un multiple aL; d’une autre ligne L; (L; < L; + aL;).

—| Corollaire 2.11}

Tout systéme linéaire est équivalent a un systéme linéaire échelonné.

Lorsque 'on veut résoudre un systéme linéaire, on commence par échelonner ce systéme. Pour cela, on utilise
Palgorithme du pivot de Gauss décrit ci-dessous.

v
\ ¢ . . . . .

~ Méthode (Pivot de Gauss). Mettre en ceuvre lalgorithme du pivot de Gauss sur un systéme linéaire
A1,1T1 + G12T2 + ...+ Q1 pTp = by Ly
21T + G22T2 + ...+ A2 pTp = bo Lo

(5) :
An1%1 + Qn2%2 + ...+ Qp pTp = by L,
consiste & :
e étape 1:

— si besoin, permuter deux inconnues ou effectuer une ou des opérations élémentaires sur les lignes du
systéme (parmi celles présentées dans le théoréme 2.10) pour que le nouveau coefficient aﬂ)l devant
la nouvelle premiére inconnue ) soit non nul (et si possible égal a 1). On transforme dans ce cas le
systéme (S) en un nouveau systéme équivalent :

! /! / /! / !
aj 1@ +ay 975 + ..+ ay ,x, = by Ly
/! / / / — M
) ag 11 + a5 5T + ...+ ag T, = Ly
(5) :
/ / / / / I
A 1Ty + Ay 0T + ..+ ay, 1, = by, L,.

La nouvelle ligne L; ainsi obtenue est appelée pivot.
— utiliser la ligne pivot L pour effectuer des opérations élémentaires du type L; + a’LILi — a;lLl afin
d’annuler le coefficient devant I'inconnue x| dans toutes les autres équations & partir de la deuxiéme

équation (pour ¢ € {2,...,n}). Le systéme (S) initial est alors équivalent & un nouveau systéme de
la forme
a 1T+ ay Ty 4. ah T, =0 L,
(s a5 9T + ... +ay v, = by Lo
ay 2Ty + ... +ay ,x, = b L,.




JAN

e étape 2 : répéter I'étape 1 sur le sous-systéme
1 / 1" . N/
a5 0%y + ...+ ah 1y = by
" / " A N
Ay 0T + ...+ ap 1w, = by

en laissant la ligne L; de (S”) inchangeée.
e poursuivre cet algorithme jusqu’a voir apparaitre une incompatibilité (dans le cas d’un systéme n’ayant
pas de solution) ou jusqu’a obtenir un systéme échelonné.

Exemple 2.12. Mettons en ceuvre I'algorithme du pivot de Gauss pour résoudre le systéme suivant :

r + 2y + z = 2
(S) : 2y — z =0
- + y - 2z = 1L
On a
z + 2y + z = 2
(8) «—= 2y — z =0
3y — 2z = 3 L3+ L3+ L
r + 2y + z = 2
< 6y — 3z = 0 L2 < 3L2
6y — 22 = 6 L3+« 2L3
r + 2y + z = 2
<= 6y — 3z = 0
z = 6 L3+« L3— L.
r=2-2y—2z=-10
— y=32/6=3 <= (z,y,2) =(-10,3,6).

z2=26
On en déduit que le systéme admet une unique solution qui est (—10,3,6).

Attention. Lorsque I'on applique la méthode du pivot de Gauss, il est impératif d’écrire les équivalences entre les
systémes ainsi que les opérations effectuées sur les lignes d’une étape a ’autre comme dans ’exemple précédent.

—2x+y+z+7=1

3y +3z+ Tt =10
Résoudre le systéme POy
TH+2y+224+4t=7

y+z4+3t=3.

Il Matrices rectangulaires

Dans tout ce qui suit, K désignera R ou C.

Il.L1 L’ensemble M, ,(K)

Définition 2.13. Soit (n,p) € N* x N*. Une matrice a n lignes et & p colonnes (appelée aussi matrice de taille
n X p) est un tableau de nombres comportant n lignes et p colonnes et noté sous la forme :

ai.1 coe Q1 s Q1p

A= (aijhigicn = | Qi1 oo Qg oo Qip
1<j<p

an1 .- Gpgj ... Qpp

Le coeflicient situé a la i-éme ligne et j-iéme colonne est noté a; ; et est appelé terme général de la matrice A.
L’ensemble des matrices de taille n x p & coefficients dans K est noté M, ,(K).
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1 2 0
Exemple 2.14.A—<2 3 1).

Définition 2.15. On appelle :
i) matrice ligne tout élément de M; ,(K),
ii) matrice colonne tout élément de M, 1 (K),

iii) matrice nulle de M,, ,(K) la matrice notée 0, , dont tous les coefficients sont nuls.

1.2 Opérations sur les matrices

Définition 2.16. Soit (4, B) € M,, ,(K)2. On appelle somme de A et B la matrice C' de M,, ,(K) notée A + B
dont le terme général est donné par :

V(L]) € [[17”]] X [[Lp]]a Cij = Qi j + biJ‘

Remarque 2.17. Il s’agit en fait tout simplement de la somme coefficient par coefficient.

12 0 e 242 0+1)_ (0 4 1
Exemp'e2'18'<0 -1 2>+< 12 ;;)‘( 0+1  (=1)+2 2+:;>—<1 1 5)'

Définition 2.19. Soit (A, A) € K x M, ,(K). On appelle produit de A par A la matrice C' de M,, ,(K) notée AA
dont le terme général est donné par :

V(i,j) € [L,n] x [1,p], cij= Aai;.

Remarque 2.20. La matrice AA est obtenue en multipliant tous les coefficients de la matrice A par A.

Exemple 2.21. On a :

1 0 3Ix1 3x0 3 0
310 -1 | =1 3x0 3x(-1) |=(0 -3
2 2 3x2 3x2 6 6

Propriétés 2.22. Soient (A4, B,C) € M,, ,(K)? et (A, u) € K2. Alors :

i) A+B=B+A v) IxA=A
ii) A+0,,=0,,+A4A=4 vi) A4+ u)A=2A+ A
iii) (A+B)+C=A+(B+0C) vii) AM(pd) = (Ap)A
iv) A+ (-A)=(-A)+A=0,, viii) A(A+ B) = AMA + AB.
Définition 2.23. Soient A = (a;,j)1<i<n une matrice de My, ,(K) et B = (b;;)1<i<p une matrice de My, 4(K). Le
produit de A par B, noté AB, estlfgfr];atrice (cij)igi<n de My, o(K) dont le t(leflgngquénéral est défini par :

1<j<q

p
V(i,j) € [Ln] x [Lal, cij=Y_ airbe;-

Remarque 2.24. On ne peut pas, en général, multiplier deux matrices; il faut faire attention a leurs tailles
respectives. De plus, il se peut que le produit AB ait un sens alors que BA n’en a pas. Pour se souvenir du
cas ol le produit de deux matrices est bien défini, on peut voir I’opération “produit” comme une application de
I'ensemble M, ,,(K) x M, ,(K) dans ’ensemble M,, ,(K) (les p “se simplifient”) :

M, ,(K) x M, ,(K) — M, (K)
(A, B) — AB.

12



lllustration 2.25. Voici comment calculer le coefficient ¢y 2 de la définition précédente.

B : |plignes | ¢ colonnes

T

big

bag

'EQ.‘
S}

C12 e Clq
022\ C2q
QAnl an2 PN Qnp Cnl Cn2 N Cnq

A : n lignes ‘ C = A x B : nlignes ¢ colonnes

Exemple 2.26. On a :

1 2 0 y i _23 _ IXx142x140x2 I1x242x(=3)+0x2 (3 —4
0 -1 2 5 9 S\ Ox I H ) x T 42x2 Ox24+ (1) x(=3)+2x2 /) \ 3 7 )’

. oo (12 (10 (3 2
IZIOnconmderelesmatrlces.A—(1 2),B—<1 1) et C-(O 0).

1. Calculer les produits AB et BA. Que remarque-t-on 7
2. Calculer les produits AB et AC. Que remarque-t-on 7

Remarque 2.27. Lorsque les produits AB et BA ont un sens, on a, en général, AB # BA.

Propriété 2.28. Soient A, B et C trois matrices. Lorsque les produits suivants ont un sens et que 0 désigne la
matrice nulle de la taille adéquate,

(i) A(B+C)=AB + AC, (iv) 04 =0,
(i) (A+ B)C = AC + BC, (v) MAB) = (\A)B = A(\B),
(ili) A0 =0, (vi) A(BC) = (AB)C,

1.3 Transposée d’'une matrice

Définition 2.29. Soit A = (a; ;)1<i<n une matrice de M, ,(K). La transposée de A, notée *A, est la matrice
1<i<p
dont le terme général (b; ;) 1<i<p est défini par :
1<j<n

v(i,j) € [Lp] x [L,n],  bij = aja

13



Remarque 2.30. Pour obtenir A, il suffit de transformer les lignes de A en des colonnes.

1 2 3 L4
Exemple 2.31. Soit A = AlorstA=1[ 2 5
4 5 6 3 6

—| Proposition 2.32 }

Soient A et B deux matrices et A € K. Lorsque les opérations ci-dessous ont un sens (i.e. quand les
tailles des matrices sont compatibles avec les opérations), on a les égalités :

(i) (A +B) =*A+'B, (iii) *(AA) = A,
(ii) *(tA4) = A, (iv) *(AB) = 'B'A.

1.4 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

Définition 2.33. Considérons le systéme :
1,171 + a1,2T2 + ...+ a1,pTp = b1
a21T1 + a2 22 +...+ a2 pTp = bg
(5) :

Ap1T1 + Gp2T2 + ...+ Qp pTp = by

La matrice du systéme (S) est la matrice :

1,1 air2 ... QAip

a21 az2 ... Qa2p
_A =

an1 An,2 ... Qnp

Remarque 2.34. Avec les notations de la définition précédente, le systéme (S) est équivalent & AX = B ot :

T bl

X2 b2
X = . et B=

Tp by,

. 20 +3y—2=0 2 3 -1
Exemple 2.35. La matrice du systéme est A= .
r+y+z=12 1 1 1

11l Matrices carrées

I11.1 Quelques matrices remarquables

Définition 2.36. Une matrice carrée d’ordre n est une matrice de M, ,,(K). Pour simplifier, on note M, (K)
I’ensemble de ces matrices. On note aussi 0,, la matrice carrée nulle d’ordre n.

Exemple 2.37. Un exemple de matrice carrée d’ordre 2 : A = < i ?) > .

Définition 2.38. La matrice identité de M,,(K) est la matrice notée I,, ayant des 1 sur sa diagonale et des 0

ailleurs :
1 0 0O ... 0
0 1 0
I, =
0
0 0 1
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Exemple 2.39. Pour n = 3, la matrice identité correspondante est : I3 =

O O =
O = O
= O O

Proposition 2.40 }

Soit A € M,,(K). Alors : AL, = I, A= A.

Vérifier que la proposition précédente fonctionne avec une matrice 3 X 3 non triviale A de votre choix.
Définition 2.41. Une matrice est dite diagonale si tous ses coefficients en-dehors de la diagonale sont nuls.

Exemple 2.42. La matrice identité est diagonale. La matrice ( _01 Z ) est diagonale.

2 0 0 1 0 0
IZI Effectuer le produit matriciel suivant : [ 0 3 0 0 2 0 |.Queremarque-t-on?
0 0 -1 0 0 3

Proposition 2.43 }

Le produit de deux matrices diagonales de méme taille est une matrice diagonale.

Définition 2.44. Une matrice A est dite symétrique si A = ‘A.

Remarque 2.45. On reconnait une matrice symétrique par le fait que ses coefficients sont symétriques par
rapport a la diagonale.

Exemple 2.46. La matrice suivante est symétrique : 2 2
2 3

IEI Démontrer que la somme de deux matrices symétriques de méme taille est une matrice symétrique.

Définitions 2.47. On dit qu'une matrice est triangulaire supérieure si tous ses coefficients en-dessous de la
diagonale sont nuls. On définit de maniére similaire une matrice triangulaire inférieure.

2 1 2
Exemple 2.48. La matrice suivante est triangulaire supérieure : [ 0 3 =7
0 0 -1
2 1 4 1 1 1
IEI Effectuer le produit matriciel suivant : 0 3 2 0 2 3 |.Queremarque-t-on?
00 -1 0 0 3

111.2 Puissances d’une matrice

Définition 2.49. Soit A € M,,(K). On définit les puissances de A (par récurrence) de la fagon suivante :

AOZI’(M
AP = AXx Ax...x A= AP~1 x A.
—_—

p fois
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—| Proposition 2.50 }

Soient A € M,,(K), (p,q) € N? et A € K. Alors :
(i) APte = APAY;

(i) (AP)? = APe;

(iii) (ANA)P = \PAP,

Attention. En général, (AB)? # APBP. De méme, les identités remarquables ne sont plus valables. On doit

écrire : (A+B)?=(A+B)(A+B)=A?+ AB+ BA + B2,
A0 .00
Pour tout p € N*, déterminer AP ot A est la matrice diagonale : A = 0 .)\2 .
o 0
Théoréme 2.51 (Formule du binéme) }
N
Soient (A, B) € M,,(K)? et N € N. Si AB = BA, alors : (A+ B)Y = Z (27) AFBN—F,
k=0

111.3 Matrices inversibles

Définition 2.52. Une matrice A € M,,(K) est dite inversible si : 3B € M,,(K), AB = BA=1,.
L’ensemble des matrices inversibles est noté GL, (K).

Proposition 2.53 }

Lorsqu’elle existe, la matrice B de la définition précédente est unique. On la note A~ et on I'appelle
matrice inverse de A.

Démonstration. Exercice. O
Exemple 2.54. La matrice identité est inversible et It = I,,. En effet : I,I,, = I, I,, = I,,.

Soit A une matrice diagonale. A quelle condition suffisante A est-elle inversible ?

— Théoréme 2.55 |

Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;

(ii) 3B € M,,(K), AB =1I,,;

(iii) 3C € M, (K), CA=1,.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, les matrices B et C' des points (i) et (ii) sont égales & I'inverse
de A:B=A"1letC=A4"1.
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—| Proposition 2.56 }

Soit (4, B) € M, (K)2.
(i) Si A est inversible, alors A~! I'est aussi et (A71)" = A;
(ii) Si A et B sont inversibles, alors AB lest aussi et (AB)~! = B~1A~L.

—1

Démonstration. Exercice. O

—| Proposition 2.57 }

Soit A € M, (K). A est inversible si et seulement si pour tout Xg € M, 1(K) I'équation AX = Xo,
d’inconnue X € M, 1(K) admet une unique solution. Dans ce cas, cette unique solution est donnée
par X = A1 X,.

Cette proposition nous donne une premiére méthode d’étude de I'inversibilité d’une matrice et de calcul de son
inverse le cas échéant.

Méthode (Calcul de I'inverse par résolution de systéme). Pour étudier si une matrice carrée A a coefficients
dans K donnée par

ai,i - A1
A =
an1 ... GOGnn
20,1
. . . :Eo’z L DA .
est inversible, on se donne une matrice colonne quelconque X, = . dans M, 1(K) et on résout 1'équation
Zo,n
I
T2
matricielle AX = Xy d’inconnue X = . (matrice colonne formée de n inconnues 1, 2, ..., T, dans K).
T

Pour cela, on explicite le produit AX de sorte a réécrire ’équation AX = Xg sous la forme d’un systéme de n
équations & n inconnues :

1,1T1 + a12T2 + ...+ a1 0Ty = To,1
2,1T1 + G22%2 + ...+ A2 nTy = T2

(5)
Ap,1T1 + Gp2T2 + ... + Qp nTn = To,n-

Deux cas se présentent alors :
e soit il existe au moins une matrice colonne X, pour laquelle (S) n’admet pas de solution ou (S) admet
une infinité de solutions (x1,za,...,2,) : dans ce cas la matrice A n’est pas inversible;
e soit pour toute matrice colonne Xj, le systéme (S) admet une unique solution (z1,z,...,2,) : on
exprime alors cette unique solution en fonction des paramétres xg1, Zo,2, ..., Zo,n sous la forme

1 =b1,1701 + b1 2202+ ... + b1 nTon
T = ba170,1 + b22To2 + ... + b2 nTon

(')
Ty, =bp 1701 + bn2%o2 + ... 4 by nTo.n-
On réécrit ensuite le systéme (S”) sous forme matricielle X = BX, ot
bii ... bin
B=
bni oo bon

La proposition précédente permet d’en conclure que A est inversible et que A~ = B.
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Exemple 2.58. Inversons la matrice :

1 0 1
A= 1 2 2
01 1
Zo x
Soient Xo= [ 5o | € Ms1(R)et X = | y | € M3 1(R). Résolvons I’équation AX = Xj.
Z0 z
1 0 1 x To
AX = Xy <= 1 2 2 y | =1 v
0 1 1 z 20
x4+ z X0
= r+2y+2z | =\ wo
y+z 20
x + 2z = x
= r + 2y 4+ 2z = 1y
y + 2z = 2
r + 2y + 2z = Yo L'[ <~ L2
= =z + z = m Ly < Ly
y + 2z = 2
z + 2y + 2z = 1y
<~ — 2y - Z = X9 Lo < Lo — L4
y + 2z = 2
T + 2y + 2z = yo
= - 2y - z = x
z = To— % + 22’0 L3 — 2L5 + L2
T+2y = —2x9+ 3yg— 4z T = yo— 2z
S -2y = 2xg— 2y + 22 = Yy = —xo+Yo— 20
zZ = xo— Yo+ 220 zZ = xo— Yo+ 220
T Yo — 229 0 1 =2 To
— | v |=| ®t+tw—2 |=( -1 1 -1 Yo
z o — Yo + 229 1 -1 2 20
D’ou :
0 1 =2
AX =Xy <= X=| -1 1 -1 | Xo.
1 -1 2
0 1 =2
D’aprés la proposition 2.57, on en déduit que A est inversible et que A= = -1 1 -1
1 -1 2

EI Déterminer si la matrice A suivante est inversible : A =

N DN
O =N
— =

—| Corollaire 2.59 I

Soient A € M, (K) et B € M, 1(K). Considérons le systéme linéaire écrit sous forme matricielle :
AX = B. Ce systéme admet une unique solution ssi A est inversible. Si tel est le cas, alors la solution
est donnée par : X = A~!'B.
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Exemple 2.60. Résolvons :

r+z=1,
(S) : ¢x+2y+22=0,
y+z=3.
1 0 1
La matrice du systéme est A = 1 2 2 |. On a vu dans 'exemple 2.58 que A est inversible et que
01 1
0 1 =2
A7t=| -1 1 —1 |.Ainsi, (S) admet une unique solution qui est donnée par :
1 -1 2
1 0 1 =2 1 —6
X=A"*[o0o]= -1 1 -1 0 |=1| —4
3 1 -1 2 3 7

Voici, ci-dessous, une autre méthode de recherche de l'inversibilité d’'une matrice et de détermination de son
inverse le cas échéant. Il s’agit simplement d’une réécriture sous forme matricielle et non sous forme de systémes
de la méthode précédente.

Méthode (Calcul de I'inverse par I'algorithme du pivot de Gauss - “méthode du miroir’). On effectue un
algorithme du pivot de Gauss sur les lignes de la matrice A jusqu’a obtenir une matrice triangulaire (supérieure
ou inférieure). Deux cas se présentent :

e s0it la matrice triangulaire obtenue comporte un ou plusieurs zéros sur sa diagonale, auquel cas la matrice
A n’est pas inversible;

e soit la matrice triangulaire obtenue ne comporte que des coefficients diagonaux non nuls, auquel cas, on
effectue de nouveau des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice, jusqu’a obtenir la matrice
identité.

Toutes les opérations qui ont été faites sur les lignes de la matrice A doivent étre faites parallélement sur la
matrice identité. La matrice obtenue & la fin du processus en partant de la matrice identité est alors A~1.

Exemple 2.61. Reprenons la matrice A de 'exemple 2.58 en utilisant cette méthode.

1 0 1 1 00
A= [1 2 2 Iy= [0 1 0
01 1 0 0 1
1 0 1 1 00
0 2 1 Ly+ Ly— Ly -1 10
01 1 0 0 1
1 0 1 1 00
0 2 1 -1 10
1 0 1 1 0 0
01 1 L3 < Ly — 2Ly 0 0 1
00 -1 -1 1 -2
1 0 1 1 0 0
01 1 Ly« —Ls 0 0 1
00 1 1 -1 2
1 0 0 0 1 -2
01 0)=1r ﬁ“{:ﬁl:é”’ 101 —1)=a
00 1 2y 1 -1 2

On retombe bien sur la méme expression pour A~! que celle obtenue par la premiére méthode.

Attention. Lorsqu’on pense avoir trouvé la matrice inverse A~!, il peut étre judicieux de vérifier rapidement
par calcul que le produit AA~! donne bien la matrice identité. Cela permet de déceler une éventuelle erreur de
calcul dans la recherche de A=,
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Intégration sur un segment

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

rappeler les primitives des fonctions usuelles,

calculer une intégrale en reconnaissant une primitive simple,

énoncer la formule d’intégration par parties,

calculer une intégrale par intégration par parties,

calculer une intégrale par un changement de variable donné,

intégrer des inégalités,

étudier une fonction définie par une intégrale,

utiliser les sommes de Riemann pour calculer la limite de certaines suites.

I Sommes de Riemann

Sauf mention contraire, dans tout ce chapitre, a et b sont deux réels tels que a < b et f désigne une fonction
définie sur le segment [a, b] & valeurs dans R.

.1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Dans cette partie, on considére un entier n € N* et note (ag, - ,a,) les nombres réels définis par :

b—a

Vk e [0,n], ar=a+k —

[ ]
p
p

[ ]

[ ]

ap=a ai a2 ak—1 Qg an-1 q, =b
R
h = b—a

Définition 3.1. Pour chaque k € [0,n — 1], soit & un réel quelconque dans U'intervalle [ag, agt1]. On considére
une fonction continue f : [a,b] — R. On appelle somme de Riemann de f associée a la famille de points

&= (&, - ,&n—1) la quantité :

S50 =""0 rlew
k=0

—| Théoréme 3.2 I

Si f est continue sur [a, b], alors pour toute famille de points & = (€, ,&n—1) telle que pour tout
k€ [0,n—1], & € [ak, aky1] :
(i) la suite des sommes de Riemann (S§(f ))n converge ;

(i) lim S&(f) ne dépend pas de la suite de points (&, -+ ,&,—1) choisie.

n——+00

Définition 3.3. Pour toute fonction f continue sur [a,b], on appelle intégrale de f sur le segment [a, )], et on

b
note / f(x)dz, la limite de la suite formée par les sommes de Riemann de f, i.e.
a

b b—a n—1
= 1.
[RGB
k=0
N . L b—a
ol (gk)keN est une suite quelconque vérifiant ap < & < agy1, avec ap = a + k .
n

On peut choisir & comme étant 'une des deux bornes de U'intervalle [ay, ax+1]. Par exemple, en choisissant pour
chaque & la borne supérieure de Uintervalle [ag, ag41] (i-e. & = ar41), on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 3.4

b o n .
Si f est continue sur [a, b], alors : / f(@)dz = lim b-a Zf (a—i— k b na) .

n
lllustration 3.5. La quantité ”_T“ >f (a + k ”_T“) correspond a 'aire colorée ci-dessous pour différentes valeurs
k=1

de n. L’intégrale f; f(xz)da de la fonction f représentée par la courbe € est la limite lorsque n — 400 de
la somme des aires des rectangles. On remarque alors que l'intégrale de f correspond a l'aire algébrique de la
surface située entre la courbe %, I'axe des abscisses et les droites d’équation z = a et x = b.

n =20
y

Remarque 3.6. De la méme maniére, en choisissant dans la définition 3.3 chaque &, comme étant la borne
inférieure de 'intervalle [ay, ar11] (i.e. & = ay), on obtient le résultat suivant : si f est continue sur [a, b], alors

b n—1
. b—a b—a
/a flz)dz = nll}g—loo n kZ:Of (a Tk n ) ’

n—1
Cette fois, la quantité ”_T“ f (a +k ”_T“) correspond & l’aire colorée ci-dessous :
k=0

‘

a wb

On considére 'application f : [0,10] — R définie par : Va € [0,10], f(x) = x. Solent n € N*, a = 0 et

n - 10
Z f (a +k bTa> et en déduire la valeur de / x dx.
k=1 0

b—a

b = 10. Simplifier I'expression
n
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.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Définition 3.7. Une fonction f est dite continue par morceaux sur [a, b] il existe des points (zg,z1,...,2p) du
segment [a, b] telle que pour tout k € [0,p — 1], f soit continue sur |z, xr+1] et telle que f admette en chacun
des points zg, z1, ..., %, une limite finie & droite et a gauche.

Exemple 3.8. (i) Une fonction continue est continue par morceaux.
(ii) Les fonctions en escalier sont continues par morceaux.

(iii) La fonction f définie ci-dessous est continue par morceaux sur [—6, 6].

1, size[-6,—1],
-1, six=—1,
1+2% size]-1,2,
x—4, stz €]2,6].

fz) =

(iv) La fonction inverse n’est pas continue par morceaux sur R* car elle n’admet pas de limite finie & droite et
a gauche de 0.

Définition 3.9. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On désigne par (zg,z1,- - ,xp) les points
de discontinuité de f. Pour tout k € [0,p— 1], on note f, = f|jz 2,.,[ 12 restriction de f a Uintervalle |z, zg41]

et on note ﬁ le prolongement par continuité de fj au segment [zy,zky1]. On définit lintégrale de f sur le
segment [a,b] comme étant la quantité

b pol g
/ f(z)dx = Z / fr(z) da.
@ k=0 Y%k

Remarque 3.10. Pour calculer 'intégrale d’une fonction continue par morceaux, on somme les intégrales de f
sur chacun des intervalles ot elle est continue.
11

Tracer le graphe de la fonction f : [-1,11] — R puis calculer f(z)da.
2 size[-1,0] -t
si z € [0, 10]
x —
~1 siz€]l0,11]
0 siz=11

Définition 3.11. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Par convention, on pose :

/aaf(x)dxzo et /baf(a:)d:v:—/abf(a:)dx.
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Propriétés de I'intégrale

—| Proposition 3.12 (Linéarité de I'intégrale)l

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I de R. Soient a et b deux réels

dans I. On a :
b

b b
() / (f(@) + g(x)) do = / f(@)de + / g(@)dz,

b ‘ b ‘
(i) VA€ R, / )i = 2 / F(@)da.

—| Proposition 3.13 (Positivité de I'intégrale)l

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b] avec a < b. On a :

(\m € o8], f(z)> 0) — </abf(a:)dx > 0).

—| Corollaire 3.14 (Intégration d’une inégalité) I

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b]. On a :

(\me la,8], f(z) < g(:r)) — ( / " Hayds < / b g(x)dx).

—| Corollaire 3.15 (Inégalité triangulaire) I

/ ’ fle)as| < / ' |f@)]da.

Si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors

—| Proposition 3.16 (Relation de Chasles)I

Si f: I — R est continue par morceaux sur un intervalle I de R, alors pour tous réels a, b et ¢ dans

I, / " f(a)dz = / " f(a)do + / " He)de.

—| Théoréme 3.17 (Positivité stricte) I

b
Si f est continue et positive sur [a, b] avec a < b et que / f(z)dz = 0, alors : Vz € [a,b], f(z)=0.

a

—| Proposition 3.18 (Formule de la moyenne)I

b
Si f est continue sur [a,b], alors il existe un réel ¢ € [a,b] tel que / f@)dz = (b—a)f(c).

a
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Il  Primitives

I11.1 Ensemble des primitives d’une fonction

Définition 3.19. Soient I un intervalle non vide R et f : I — R une fonction définie sur 7. On appelle primitive
de f sur I toute fonction dérivable F' : I — R vérifiant : Vo € I, F'(x) = f(x).

El Déterminer deux primitives de la fonction z — 3 + = — 22 sur R.

Proposition 3.20 I

Si f: I — R admet une primitive F', alors ’ensemble des primitives de f sur I est I’ensemble des
fonctions F : I — R définies par : Vo € I, Feo(x) = F(z) + C.

Remarque 3.21. Autrement dit, deux primitives d’une méme fonction différent d’une constante. Ainsi, pour
trouver toutes les primitives d’une fonction, il suffit de n’en trouver qu’une seule, et de lui ajouter toutes les
constantes réelles : & la question “Quelles sont les primitives de la fonction cosinus sur R 7” on répondra, par
exemple, “Ce sont les fonctions z — sin(z)4C avec C € R

1
El Trouver toutes les primitives de la fonction z — — — 2z sur I'intervalle ]0, 4+o0].
x

Corollaire 3.22 |

Soit f : I — R une fonction admettant une primitive sur 'intervalle I. Soient a € I et b € R. Alors,
il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(a) = b.

Démonstration. Exercice (indication : partir d’une primitive G de f et chercher la bonne constante a lui ajouter

pour construire F'). d
I11.2 Intégrale fonction de sa borne supérieure
111.2.1 Théoréme fondamental de I'analyse
—| Théoréme 3.23}
Soient f : I — R une fonction continue sur un intervalle I et a un point de I. La fonction F': I — R
définie par :
x
vz eI, F(z) = / Ft)dt,
a

est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en x = a.

Exemple 3.24. La fonction 0, +oo] — R est 'unique primitive sur |0, +o0o[ qui s’annule en x =1 de

1
T — / —dt
1t

1 . Lz
la fonction x — —. C’est la fonction logarithme népérien.
x

Corollaire 3.25 (Existence de primitives) I

Toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives.
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111.3 Primitives des fonctions usuelles

Ci-dessous vous trouverez une primitive de chacune des fonctions usuelles présentées dans la premiére colonne.

Fonction z — - - - Intervalle Une primitive :  +— - - -
n+1
", neN R x
n+1
xn+1
" 7 \{-1 — 00,0 0
@ n€Zr\{-1} | ] - 00,0 ou 0, +oo] 1
:L.oc—}—l
& R\ Z 0
%, a€R\ 10, +00[ Y
1
- 10, +o00[ In(x)

4>

exp(r) R exp(z) ’

<9

cos(z) R sin(x)
sin(x) R —cos(x)
1
T2 R arctan(x)
1 ]—1,1] arcsin(x)
- resin(z
a2 ’

Déterminer les primitives sur |0, +o0o[ des fonctions : x — /z, ﬁ et z— m—12

Rappel 3.26. Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, & valeurs dans un intervalle J, et que f est une
fonction dérivable sur J, alors la fonction composée f o u est dérivable sur I et

(Fou) = x (f o).

En particulier, si u est une fonction dérivable et stricte/ment positive sur un intervalle I, alors la fonction
composée In ou est dérivable sur I, de dérivée (Inou) = w.

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction x — --- | Une primitive Remarques
' On suppose que u est valeurs dans un
u' f'(u) fu)
intervalle J sur lequel f est dérivable.
I
u
— In |ul On suppose que u ne s’annule pas sur I.
u
u'e” e : ,
Lo un On suppose que n € Z\ {—1} et que ¢
n+1 u ne s’annule pas sur [ lorsque n < —2.
o uotl On suppose que a € R\ Z et que
a+l u est & valeurs dans 0, +00].
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o . . . u ., ,
Donner une primitive de chacune des trois fonctions suivantes : — puis u'u et enfin u’sin(u).

NG

IV Méthodes pratiques
IV.1 Calcul d’intégrales

IV.1.1 Utilisation d’une primitive

—| Théoréme 3.27 (Théoréme fondamental du calcul intégral)I

Soient f : I — R une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I. Pour tous
réels a et b dans I, on a

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Remarque 3.28. On utilise la notation suivante : [F]Z = F(b) — F(a).

/2 1 1
Calculer / cosrdx et / dt.
0 0

14¢2

IV.1.2 Intégration par parties

—| Théoréme 3.29}

Soient u et v deux fonctions de classe ! sur un intervalle I. Pour tous réels a et b dans I, on a

/ab u'(z)v(z)de = [uv]z — /ab ) el

x
En remarquant que arctan(t) = 1 x arctan(t), calculer / arctan(t) d¢ pour tout réel x.
0

IV.1.3 Changement de variable
—| Théoréme 3.30!

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. Soit ¢ : [a, 8] — I une fonction de classe
€* sur le segment [a, 8] (avec o < ) & valeurs dans I. Alors, on a :

A @ (B)
| tewnei= [ fays.

w(c)

Méthode (Méthode de calcul d’intégrale par changement de variable). En pratique pour calculer une intégrale
f; f(z)dz avec un changement de variable, on procéde de la fagon suivante :
1) on pose = (1) oit ¢ : t = p(t) est une fonction de classe ¢!,
2) on calcule dz = ¢/(t)dt,
3) on détermine les nouvelles bornes d’intégration « et g telles que a = ¢(a) et b = (),
)

4) on peut alors écrire

b B
[ o= [ semeo.
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Exemple 3.31. A I'aide du changement de variable z = t2, calculons l'intégrale :

1 1
—dz.
/l 2V — x? v

4

1) Pour t > 0, on pose ¢(t) = t2 et on considére le changement de variable = — (7).

2) La fonction ¢ est de classe ¢! sur R™*. Le nouvel élément différentiel da est dz = ¢’ (t)dt = 2tdt.
3) On remarque que | = ¢ (5) et que 7 = cp(@)

4) Ainsi, I'intégrale peut se réécrire sous la forme suivante :

=

3 3z 1 2 2
——dx = —2dt = ——2tdt = —dt.
/411 2V — a2 /; 2/ (t) — p(t)? /2 2Vt? — ¢t /é V1—1t2
On a donc :

3 § V3

1 1 T 1
/l 2\/ﬁdm = \ arcsin’(t)dt = [arcsin(t)] ; = arcsin (?) — arcsin (5) = g - % = %

4

Exemple 3.32. A l'aide du changement de variable t = /22 — 1, calculons 'intégrale I ci-dessous :

2
1
I = ——dx.
/\/ﬁ Va2 —1
e La fonction x — v/22 — 1 est de classe € sur | — 1,1].
e Onposet =22 — 1otz € [v2,2]. On aalors : dt =

D’autre part, on remarque que :

T4 T4
T = T.
2vVz2 —1 va? -1
2
1
A
VZx2 Va2 -1
2 2 2 2 1 1
t=Vz?—-1 = t"'=2"-1 = 2" =14+t = — = ——.
2 142

[ =2
=2 = t= 2 —1=1

e Changement des bornes : sachant que t = v/z2 — 1, on a z=v2 V2
=2 — (= VE_1= 3

Vs
= —dt.
/1 241

De plus,

e Ainsi, par changement de variable,

D’ou 7
3 T T 7
I= {arctan(t)} L= arctan <\/§) —arctan(1l) = 311
1
A T’aide du changement de variable 2 = sin(t), calculer / V1-—2z2dax.
0
IV.2 Dérivée d’une fonction définie par une intégrale
v ’
~ Méthode (Dérivation d’une fonction définie par une intégrale). Soient u et v deux fonctions dérivables sur

un intervalle I & valeurs dans [a, b]. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Pour dériver la fonction ci-dessous,
on procéde en plusieurs étapes :
%) I — R
v(z)
T / f(t)dte.
u(z)
1. On justifie que f admet une primitive F' sur [a, b] car elle y est continue.

2. On réécrit la fonction ¢ & laide de F :

v(z)

Veel, o(z)= /u :?) F/(t)dt = [F(t)]

3. On en déduit la dérivabilité de ¢ et le calcul de ¢’ a laide des formules usuelles.
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Remarque 3.33. Cette méthode permet dans certains cas de calculer la dérivée d’une fonction définie par une
intégrale sans connaitre explicitement une primitive de la fonction & intégrer.

Exemple 3.34. On considére la fonction ci-dessous dont on souhaite déterminer les variations :

v = [-1,1] — . R
T — /Ox exp(\/f) dt.

La fonction ¢ — exp (\/1_5) étant continue sur RT, elle y admet une primitive que 1’'on notera F' par la suite.
Cette primitive vérifie donc : Vt € RT, F'(t) = exp (V) . On en déduit que :
2

Ve e [-1,1], ox)= / F'(t)dt = [F(t)]g = F(z?) — F(0).
0
Ainsi, ¢ est dérivable par composition de fonctions qui le sont et :
Vo € [-1,1], ¢'(z) =22F'(2?) — 0= 2zexp <\/F> = 2z exp(|z|).

Puisque la fonction exponentielle est positive, on en conclut que la fonction ¢ est décroissante sur [—1,0] et
croissante sur [0, 1].

Etudier le sens de variations de la fonction ¢ : ]1,+o0[ — R
2
o1
R
» ()

V Application au calcul de limites de certaines suites

Le corollaire 3.4 permet de calculer les limites de suites définies comme des sommes de Riemann de fonctions

continues.
n
Exemple 3.35. Soit (uy) la suite définie par : Vn € N*, u,, = Z L
. . n/neN* . I n p n2 + kz
On peut écrire, pour tout n € N*,
I 1 1~ (k
Up = — kzz_Zf(_)a
ot o "
1 ! Yog
ou f est la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = ——. Ainsi : lim u, = / f(z)dz = | arctan(z)| = —.
1+ 22 n—o00 0 0 4
. " sin (22)
Etudier la convergence de la suite (u,),cy. définie par : u, = Z — R
n
k=1

VI Formule de Taylor avec reste intégral

Remarque 3.36. D’aprés le théoréme 3.27, si est f est de classe € sur [a,b] alors pour tout = € [a,b] :

x
flx) = fla) + / f'(t)dt. Le théoréme ci-dessous est une généralisation de ce résultat.
a

—| Théoréme 3.37}

Soient n € N, I un intervalle non vide et a € I. Soit f : I — R. Si f est de classe ™! sur I, alors,
pour tout = € I,

f(a)

n!

f@) = f@) + F@)@—a)+ D@ —ap 4o 4

o (x—a)" + % /a (z — )" F D (1)dt

Démonstration. Ce théoréme se démontre par récurrence sur n € N. O
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Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

démontrer qu’un sous-ensemble est/n’est pas un sous-espace vectoriel,

démontrer qu’une famille de vecteurs donnée est libre/liée/génératrice/une base,
déterminer une famille génératrice d’un espace vectoriel,

déterminer une base et la dimension d’un espace vectoriel,

déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base,

calculer le rang d’une famille de vecteurs,

utiliser la formule de Grassmann pour calculer la dimension d’un espace-vectoriel,
démontrer que deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe/supplémentaires.

I Structure d’espace vectoriel

Dans tout ce chapitre, K désigne I’ensemble R des nombres réels ou ’ensemble C des nombres complexes.

.1 Reégles de calcul dans un espace vectoriel

Définition 4.1. On appelle espace vectoriel sur K ou K-e.v. tout triplet (F,+,.) o E est un ensemble non
vide muni de deux opérations (encore appelées lois) :
e une loi interne, notée + et appelée addition,

+: ExXE — E
(u,v) — u+wv

vérifiant les propriétés suivantes :

(A1) Y(u,v) € E?, utv=v+u, commutativité de 'addition
(A2) V(u,v,w) € E3, u+ (v+w) =(u+v)+w, associativité de 'addition
(A3) Je€e E, Vue E, etu=u+e=u, existence d’un élément neutre pour ’addition
A Vu€eE, weE, utv=v+tu=e, existence d’un symétrique pour Uaddition

e une loi externe, notée . et appelée multiplication par les nombres (réels si K = R ou complexes si K = C),

KxFE — FE

Mu) = Au
vérifiant les propriétés suivantes :

(M1) V(A p) € K2, Yu € E, A+ p)uw = Au+ pou, distributivité de la multiplication sur l'ad-
dition des scalaires

(M2) VA € K, V(u,v) € E?, X(u+v)=Au+ v, distributivité de la multiplication sur l'ad-
dition des vecteurs

(M3) V(A ) € K2, Yu € E, (Ap)u = A (pu), associativité mixte

(M4) Yue FE, lu=u. ezistence d’un élément neutre pour la mul-

tiplication externe

Les éléments de E sont alors appelés des vecteurs et ceux de K des scalaires.

Remarques 4.2.
e Souvent, on écrit la multiplication externe par les scalaires Au au lieu de A.u.
e Si (E,+,.) est un K-e.v., alors :
— l’¢lément e de Paxiome (A3) est unique; il est noté O et est appelé vecteur nul de E,
— pour tout u € E, ’élément v € E de ’axiome (A4) est I'unique élément de E tel que u+v = v+u = 0g;
il est noté —u et est appelé 'opposé de u,
— on note, pour tout (u,v) € E?, u— v au lieu de u + (—v).

Exemples 4.3.
e L’ensemble R muni de I'addition + et de la multiplication x usuelles des nombres réels est un R-e.v. :
(R, 4+, x). En revanche, les ensembles N, Z, et Q munis des mémes opérations ne sont pas des R-e.v.
car ils ne sont pas stables pour la multiplication par les scalaires de R : le nombre v = 1 vérifie bien
u € N CZ C Q, pourtant son produit 7 X u = 7 par le scalaire 7 € R n’est pas un élément de Q (donc
ni de Z, ni de N). On dit que ces ensembles ne sont pas stables par multiplication par un scalaire.
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e [’ensemble C des nombres complexes muni de I’addition usuelle des complexes et de la multiplication
externe par les nombres réels RxC — C est un R-ev. : (C,+,.).
Nz) = Az
e L’ensemble des vecteurs du plan usuel muni de ’addition de deux vecteurs du plan et de la multiplication

e L’ensemble des vecteurs de ’espace usuel définit également un espace vectoriel sur R.

—| Proposition 4.4 I

Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur K.
(i) Pour tout w € E,ona: 0Ou=0g et (—1)u=—u
(ii) VAN eK, Yue E, Au=0g < (A=0ouu=0g).
(iii) Pour tous A € K et (u,v) € E?, (=\).u=—(Au) = A(—u) et A(u—v)=Au—Av.

.2 Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels
1.2.1 L’espace (K", +,.)

Soit n € N tel que n > 2. On note K” ’ensemble des n-uplets (1,2, - ,x,) formés par des nombres de K :
K" = (21,22, -+ ,xp), Vi € [1,n], x; € K}. On le munit de la loi interne + : K" x K® — K™ définie par, pour
tout (z1,x2, - ,x,) € K" et tout (y1,y2, -+ ,yn) € K" :

(.731,252,"- 7mn> + (y17y27"‘ 7yn) = (xl + Y, T2+ Y2, Tn +yn)7
et de la loi externe . : K x K™ — K" définie par, pour tout (x1,za, -+ ,z,) € K" et tout A € K :
A1, 22, xn) = (Az1, Az, -+, Axy).

Alors, (K", +,.) est un K-e.v. Son vecteur nul est : Og» = (0,0,---,0).
—_———

n termes
Notons que 'on peut identifier I’ensemble K™ & 'ensemble M,, 1 (K) des matrices & n lignes et 1 colonne (encore

appelé 'ensemble des vecteurs colonnes a n composantes).

1.2.2 Les espaces de matrices M,, ,(K)

L’ensemble M, ,,(K) des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients dans K, muni de I’addition des matrices
et de la multiplication externe d’une matrice par un scalaire est un K-e.v. Le vecteur nul de M, ,(K) est la
matrice nulle & n lignes et p colonnes.

1.2.3 L’espace des polynémes K[X]

L’ensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K, muni de I’addition usuelle des polynomes et de la multi-
plication externe d’un polynéme par un scalaire est un K-e.v. Le vecteur nul de K[X] est le polyndome nul.

1.2.4 Les espaces d’applications

o Applications d’une variable.
Soient  un ensemble non vide et .Z (0, K) = K I’ensemble des applications définies sur Q a valeurs
dans K.
On munit % (2, K) des lois + et . définies par, pour(}, f,g) € K x #(Q,K) x .#(Q,K) :

f+g9g: & — K et Af: @ — K
z — (f+g)@) = f(x) +9(z) z o— (Af)(x) = Af(2).
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Alors (7 (2, K), +,.) est un K-e.v. dont le vecteur nul 0.z q k) est I'application nulle €

o Applications entre espaces vectoriels.
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et Z#(E, F) ensemble des applications définies sur E et a

valeurs dans F'.
On définit sur Z (E, F) les lois + et . par, pour (), f,g9) e Kx F(E,F)x #(E,F) :

f+9: E — F et ANf: F — F
z — (f+9)@)=f(z)+9(2), z — (Af)(z) = Af().

Alors (Z(E, F),+,.) est un K-e.v. dont le vecteur nul est Papplication: E — F
r +—— Op.

Exemples 4.5.
e Soit I un intervalle non vide de R. L’ensemble .7 (I,R) = R! des fonctions définies sur l'intervalle I &
valeurs réelles, muni de ’addition usuelle des fonctions et du produit d’une fonction par un nombre réel,
est un R-e.v.
e L’ensemble RN des suites réelles muni de I’addition usuelle des suites et du produit d’une suite par un
nombre réel est un R-e.v.

.3 Sous-espaces vectoriels

Dans tout ce paragraphe, (F,+,.) est un espace vectoriel sur K.

Définition 4.6. Soit F' une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de F si les propriétés
suivantes sont vérifiées :

(i) Og € F,
(ii) Y(u,v) € F?, utwveF,
(iii) VA e K, Yu e F, Au€F.

—| Proposition 4.7 I

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

Og € F
VA eK, V(u,v) € F2, Au+v € F.

Remarque 4.8. Lorsque la propriété (V)\ €K, Y(u,v) € F?2, Au+0v € F) est vérifée, on dit que F' est stable
par combinaison linéaire.

Exemple 4.9. Les ensembles {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. On les appelle les sous-espaces
vectoriels triviaux de FE.

Exemple 4.10. Vérifions que ’ensemble F' = {(m, y,2) ER3, o —2y+2= 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

(i) 1l est clair que F est un sous-ensemble de R3 et que le vecteur nul Ogs de R? est 1'un de ses éléments.
En effet un vecteur (z,y, z) de R? appartient & F' si et seulement si ses composantes z, y et z vérifient la
relation  — 2y + z = 0. Sachant que Ogs = (0,0,0) et que 0 —2 x 0+ 0 =0, on a bien : Ogs € F.

(ii) Il reste & démontrer que F' est stable par combinaison linéaire : considérons deux éléments quelconques
(x,y,2) et (¢/,y',2") de F et un nombre réel A et démontrons que le vecteur \.(z,y, z) + (¢, 3/, 2’) est
encore un élément de F. Remarquons que : A.(z,y, 2)+ (2/,y/, 2') = (Az+2', \y+y', Az +2’). Par définition
de F, le vecteur (A\x + 2/, A\y + y', Az + 2’) appartient & F si et seulement si :

Ax+2)—20y+y)+ N2+ 2")=0.

Or: (Az+2')—2(Ay+y")+(Az+2") = AMz—2y+2)+ (2’ -2y’ +2’). Puisque (x,y, 2) et (¢’, ¥, 2") appartiennent
aF,ona:x—2y+z=0et2’—2y +2' = 0. On en déduit donc que (Az+2') —2(Ay+y' )+ (A\z+2") =0;
ce qui signifie que A.(x,y, z) + (2/,y, 2') appartient & F.
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Soient n € N tel que n > 2 et (a1, a2, - ,a,) € K®. Démontrer que I"ensemble suivant est un sous-espace
vectoriel de K" : {(xl,m2, cxn) €KY aymy 4 agxe + - -+ apzy, = 0}.

Exemple 4.11. Pour tout n € N, ensemble K, [X] = {P € K[X], deg P < n} des polynomes de degré inférieur
ou égal & n est un sous-espace vectoriel de K[X], avec la convention deg(0 = —oo : exercice.

Exemple 4.12. e Soit I un intervalle non vide de R. L’ensemble ¢'(I,R) des fonctions continues sur I &
valeurs réelles est un sous-espace vectoriel de (% (I, R),+,.) : exercice.

e De méme €"(I,R) (Pensemble des fonctions de classe €™ sur I) et €°°(I,R) ('ensemble des fonctions
de classe € sur I) sont des sous-espaces vectoriels de (Z (I, R), +,.).

Exemple 4.13 (Contre-exemple). L’ensemble F = {(z,y,z) € R}, £ — 2y + 2z = 2} n’est pas un sous-espace
vectoriel de R3. En effet, il ne contient pas le vecteur nul (0,0, 0) de R3 puisque 0 — 2 x 0 + 0 # 2.

Proposition 4.14 l

Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors ’ensemble F' muni des deux lois + et . induites par E
est un K-e.v.

~ Méthode (Méthode pour démontrer qu’un ensemble est un espace vectoriel). En général, pour démontrer
qu’un ensemble F' est un espace vectoriel sur K, on cherche un K-e.v. (E,+,.) qui contient l’ensemble F', puis
on démontre que F' est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple 4.15. Démontrons que ensemble F des fonctions dérivables sur [0, 1] est un espace vectoriel sur R.
Pour cela, démontrons que F' est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel .Z ([0, 1], R) :

(i) Le vecteur nul de .7 ([0,1],R) est la fonction nulle 0z, r) : [0,1] — R . La fonction nulle est
z +— 0
dérivable sur [0, 1] donc 0.2 ((0,1),r) € F.
(ii) Soient f € F et g € F. Les fonctions f et g sont dérivables sur [0, 1], donc f + g est dérivable sur [0, 1] (de
deérivée (f +g) = f'g+ f¢'). Ainsi, f+g € F.
(iii) Soit de plus A € R. Puisque f est dérivable sur [0, 1], la fonction Af est dérivable sur [0, 1] (de dérivée
(Af) = Af"). On a donc Af € F.

On en déduit que F est bien un sous-espace vectoriel de .% ([0, 1],R). Ainsi, F' est un espace vectoriel sur R.

@ Démontrer que I’ensemble des fonctions paires sur R est un R-e.v.

Proposition 4.16 I

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Exercice. O

Il Familles libres, familles génératrices
Dans toute cette partie, on considére un K-e.v. (E,+,) et un entier n € N*.

11.1 Combinaisons linéaires

Définition 4.17. Soient wui,us,---,u, des vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des vecteurs
Ui, Uz, - ,Up tout vecteur u de E de la forme

p
U = Z)\iui = A\up + Aoug + -+ -+ )\pup,

i=1

ol A1, Ag, - -+, Ap sont des scalaires quelconques de K qui sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.
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Exemple 4.18. Considérons les fonctions f, g et h de .Z (R, R) définies par :
f(z) =cos(2z), g(z)=cos’x, h(zx)=1.

La fonction f est combinaison linéaire des fonctions g et h car f = 2g — h. En effet, pour tout + € R on a
cos(2x) = 2cos? x — 1, i.e. f(x) = 2g(z) — h(x).

Exemple 4.19. Vérifions que le polynéme P(X) =1 — X est combinaison linéaire des polynomes Q(X) = X +3
et R(X) = X + 1, cest-a-dire qu'il existe deux scalaires « et § tels que P(X) = aQ(X) + SR(X). Or, pour
tous réels a et 5 on a :

PX)=aQX)+BRX)<—=1-X=aX+3)+ 08X +1)<=1-X=(a+8)X+ (Ba+p).

=-1
Par unicité des coefficients d’un polynome, il s’agit de résoudre le systéme {3 ++Bﬂ 1 d’inconnue (a, B).
[0 =
On a:
a+p = -1 Ly — at+fB = -1 A
3o+ ﬂ = 1 Lg —Qﬂ = 4 L2 — LQ — dLl
— ] at B8 = -1
ﬂ = =2 L2 — %LQ
—tao =1
g = -2

Ce systéme admet une unique solution («, ) = (1, —2), donc P est bien combinaison linéaire de Q) et R, car :
P(X)=1.Q(X)+ (—2).R(X).

a1l a2
a1 ag22

1 0 0 1
M11:<0 0>3M12:<0 0>7M21:<

En effet : A = a1 Mi1 + aroMi2 + a1 Ma1 + age Moo,

Exemple 4.20. Toute matrice A = ( ) de M3 (K) s’écrit comme combinaison linéaire des quatre matrices

0 0 0
O)etM22—<01>

On considére les vecteurs suivants de R? : u = (1, 1), v=(3,4), et w = (1,0). Démontrer que w est
combinaison linéaire des vecteurs u et v.

ci-dessous :

— O

—| Proposition 4.21 (Définition d'un sous-espace vectoriel engendré)I

Soient wui,ug, -+ ,u, des vecteurs de E. L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
Ui, Uz, - ,Up est un sous-espace vectoriel de E. On I’appelle le sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs uq,usg, -+ ,u, et on le note Vect(u, ug, - ,up).

Remarque 4.22. Fn fait,
Vect(uq,ug, -+, up) = {Alul + Aaug + -+ Apup, (A1, A2, ,Ap) € K”}.
Exemple 4.23. Le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur @ = (1, —2) est 'ensemble :

Vect() = {)\ﬁ, Ne R} - {()\, —92)), A€ R} - {(x,y) ER?, y= —2x},

qui n’est rien d’autre que la droite du plan d’équation y = —2z.
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Exemple 4.24. Démontrons que I’ensemble {(az, y,2,t) ER* o = 2y} est le sous-espace vectoriel de R* engendré
par les trois vecteurs (2,1,0,0), (0,0,1,0) et (0,0,0,1).

Posons F = {(z,y,2,t) € RY, x = 2y}. Soit @ = (z,y,2,t) € R*. Alors :
UeEF < =2y
— 4= (2y,y,2,t) = (2y,9,0,0) + (0,0, 2,0) + (0,0,0,¢)
e @ =y(2,1,0,0)+ 2(0,0,1,0) + £(0,0,0,1).

Ainsi, F = {y(Q, 1,0,0) + 2(0,0,1,0) + £(0,0,0,1), (y, 2 1) € R3} - Vect<(2, 1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1)).
Démontrer que ’ensemble F' = {(x, y,2) ER®; 2 —2y+ 2= O} est le sous-espace vectoriel de R? engendré

par deux vecteurs que ’on précisera. (On s’inspirera de ’exemple précédent en exprimant une des 8 composantes
d’un vecteur (x,y,z) de F en fonction des 2 autres.)

Proposition 4.25I
Soient uy, ug, - - - ,u, des vecteurs de E. L’ensemble Vect(uq,usg, - ,up) est le plus petit sous-espace
vectoriel de I/ contenant les vecteurs uy, ug, - - , up.
Remarque 4.26. Autrement dit, si F' est un sous-espace vectoriel de E qui contient les vecteurs uy, ug, - - ,up
alors Vect(uq,ug, - ,u,) C F.

Exemple 4.27. Cette proposition permet, par exemple, de démontrer I'inclusion suivante entre sous-espaces

vectoriels de R? :
Vect((1,0),(0,1)) C Vect((2,1),(1,2)).

En effet, il est facile de vérifier que : (1,0) = 2(2,1) — 1(1,2) et (0,1) = —3(2,1)+2(1,2); ce qui implique que
les vecteurs (1,0) et (0,1) appartiennent tous deux au sous-espace vectoriel Vect ((2,1), (1,2)) engendré par les
vecteurs (2,1) et (1,2). D’ou le résultat d’aprés la remarque précédente.
1.2 Familles génératrices
Définition 4.28. Soit (u1,us,- - ,up) une famille finie de p vecteurs de E. On dit que (ui,us, - ,up) est une
famille génératrice de E si E = Vect(u1,--- ,up).
—| Proposition 4.29}
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) (u1,ug,--- ,up) est une famille génératrice de E.
(ii) Tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs uy, ug, - ,up.

Exemple 4.30. D’aprés 'exemple 4.20, la famille (Mi1, Mio, Moy, Mao) des matrices définies par
10 0 1 0 0 0 0
est une famille génératrice de My (K).

@ Démontrer que la famille (1,) est une famille génératrice du R-e.v. (C,+,.).

Démontrer que les vecteurs @ = (1,1) et ¥ = (3,2) forment une famille génératrice de R2.

Proposition 4.31 I

Toute famille qui contient une famille génératrice de E est encore une famille génératrice de E.
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11.3 Famille libre

Définition 4.32. Soient uq,us,- - ,u, des vecteurs de E. On dit que la famille de vecteurs (w1, ug,- - ,up) est
libre (ou encore que les vecteurs uq,usg, - -, u, sont linéairement indépendants) si :

V(A Aa, - Ap) € KP, (A1u1+A2u2+---+Apup=oE — (/\1,/\2,---,/\p):(O,O,---,O)).

| Définition 4.33. Une famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite liée.

Proposition 4.34 I

Une famille (uq,u2,--- ,u,) de vecteurs de E est liée si et seulement si I'un au moins des vecteurs
U1, U2, - ,Up est combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille.

Exemples 4.35.
e Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan usuel. La famille (@, ¥) est liée si et seulement si les vecteurs @ et ¢
sont colinéaires.
e La famille (1,4) est une famille libre du R-e.v. (C, +,.), mais c’est une famille liée dans le C-e.v. (C,+,.).

Exemple 4.36. Démontrons que les fonctions f; : R — R et fy : R — R définies par
Ve eR, fi(z)=cosz et fa(z)=-sinz,
forment une famille libre du R-e.v. (Z(R,R), +,.).

Soit (A1, A2) € R? tel quel A\if; + Mafo = 0 (®,R), o0 0z g r) représente le vecteur nul de (#(R,R),+,.),
c’est-a~dire la fonction nulle. On a donc : Vo € R, A1 f1(z) + Aafa(z) = 0, ce qui s’écrit encore,

Vr e R, Ajcos(z)+ Agsin(z) = 0.

Cette derniére égalité étant vérifiée pour tout réel x, elle I’est en particulier pour :
e =0, ce qui donne \; cos(0) + A2 sin(0) =0, i.e. \y =0,

3, ce qui donne Ap cos (%) + Agsin (%) =0, ie Ay =0.

Ainsi, on a A\; =0 et Ay = 0; ce qui signifie que la famille (f1, f2) est libre.

o I =

La famille (1,1 + X2, X?) est-elle libre dans (Ro[X],+,.)?

Proposition 4.37 I

Toute sous-famille d’une famille libre est une famille libre.

1.4 Bases d’un espace vectoriel
| Définition 4.38. On appelle base de (F,+,.) toute famille de vecteurs de F qui est libre et génératrice de E.
Exemple 4.39. La famille (1,7) est une base du R-e.v. (C, +,.).

Exemple 4.40. Les quatre matrices ci-dessous forment une base du K-e.v. (M2 (K), +,.) :

1 0 0 1 0 0 0 0
M11—<0 O>’M12_<0 O>’M21_<1 0) et M22—<O 1),

Nous avons déja vu que la famille (M1, M1, Ma1, Mag) est génératrice de My (K). Démontrons qu’elle est libre :
soit (A1, A2, A3, A1) € K* tel que A\j Myq + AoMia + A\3May + Mg Moy = O, (k) - Puisque

1 0 0 1 0 0 0 0
MMy + AoMig + A3 May + AgMag = Ay (0 0>+)\2 (0 O)+)\3 <1 0>+)\4 (O 1)
w0\ (0 A 0 0y [0 0
(0 06 ) 06 )
(M A
AV A
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on en déduit que A = Oy = 00 , c’est-a~dire que Ay = 0, Ao =0, A3 =0 et Ay = 0. Ainsi, la
A3 Ay 2 0 0
famille (Mlla Mlg, M21, M22) est libre.

Exemple 4.41. La famille (e, ez, -+ ,e,) définie par

61:(1a0a07“' ’0)
62:(07150»"' 30)

61‘:(0,"',0, % 707"')0)

rang i

en:(oa"' 7Oa1)

est une base de (K", +,-) appelée base canonique de (K", +, ).

Démontrer que la famille (1, X, X2, ,X”) est une base de 'espace vectoriel (K,,[X],+,.). On appelle
la base canonique de (K,[X], +,.).

—| Proposition 4.42 (Coordonnées d'un vecteur dans une base finie)I

Soit # = (u1,ug, - ,up) une famille de vecteurs de E. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur u de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs
UL, U2, -+, Up :

P
U = Z)\iui = Aug + Agug + - + Apup,  avec (Ar, Ag, -, Ap) € KP.
i=1

(iii) L’application KP — E est bijective.
P
()\1,"- ,)\p) — Z)\iui
i=1
Définition 4.43. Soient & = (ui,us,--- ,up) une base de E et u un vecteur de E. Les p scalaires uniques Ay,
P
A2, ..., Ap pour lesquels u s’écrit : u = Z Ait; = Aqu1 + Aqua + - - + Apup, sont appelés les coordonnées du

i=1
vecteur u dans la base Z. On note ug le vecteur colonne formé par les coordonnées du vecteur u dans la base

A1
A2
Up = .

Ap

Donner les coordonnées du vecteur P = 1+ 3X — 2X? dans la base canonique de (K3[X], +,.), & savoir la
base (1, X, X2, X3).

Il Somme de deux sous-espaces vectoriels

1.1 Notion de somme de deux sous-espace vectoriels

Définition 4.44. Soit E un K-e.v. et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F
et G le sous-ensemble de E noté F' + G défini par :

F+G={ur+ug, (up,ug) € FxG}.
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—| Proposition 4.45 I

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors :
(i) F + G est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F U G.

—| Proposition 4.46 I

Siwg,ug, - ,up et vy, va, -+ ,v, sont des vecteurs de E alors

Vect (ug,ug, -+ ,up) + Vect (v, vz, - -+ ,vq) = Vect (w1, Uz, -+ ,Up, V1,02, ,Vq) -

I11.2 Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 4.47. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F + G est directe (ou
que F et G sont en somme directe) lorsque F NG = {0g}.
On note F & G (au lieu de F' + G) la somme de F' et G lorsque cette somme est directe.

Remarque 4.48. Notons que F' N G étant un sous-espace vectoriel de E, on a toujours O € F'N G, et donc
{OE} C F N G. Pour démontrer que F' et G sont en somme directe, il suffit donc seulement de démontrer
Iinclusion FNG C {0 E}, ce qui revient a démontrer que le seul vecteur appartenant a 'intersection FF NG est
le vecteur nul.

Exemple 4.49. Montrons que les sous-espaces vectoriels H et D de R™ définis ci-dessous sont en somme directe :

HZ{(Il,l'Q,'-',.’En)ERn, xl—i—xz—i—---—i—mn:O}, D:Vect( (1,1,1,---,1) )
|

n

Soit ¥ € HN D.
11 s’agit de démontrer que & = Og». Puisque & € H, on peut écrire & sous la forme :

= (x1,22, -+ ,Tpn), avec inzo. (4.1)
i=1

D’autre part, £ € D, donc il existe un scalaire d € R tel que :
Z=d(1,1,1,---,1)=(d,d,d,--- ,d). (4.2)

En identifiant ces deux écritures de Z, on obtient x; = d pour tout i € [1,n], d’ou

n
g z; = nd.
i=1

D’aprés (4.1), on en déduit que nd = 0, et donc que d = 0. En remplagant dans ’égalité (4.2), on obtient
7=(0,0,0,---,0) = Ogn.

Cela signifie (d’apres la remarque 4.48) que HN D = {ORn }, c’est-a-dire que H et D sont en somme directe.

Prouver que les sous-espaces vectoriels F' = Vect((1,0)) et G = Vect((0,1)) de R? sont en somme directe.

Proposition 4.50. La somme F' + G est directe si et seulement si tout élément u de F' + G s’écrit de maniére
unique sous la forme u = up + ug avec up € F et ug € G.
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1.3 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

[ Définition 4.51. Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont dits supplémentaires dans E si £ = F & G.

—| Corollaire 4.52|

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) E=FaG.
(il) E=F+Get FNG={0g}.
(i) Yu € B, I up,ug) € F x G, u=up+ug.

Remarque 4.53. Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E ssi tout vecteur de E s’écrit
de maniére unique comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Prouver que les sous-espaces vectoriels F et G de I'exercice 30 sont supplémentaires dans R2.

IV Espaces vectoriels de dimension finie

IV.1 Existence de bases
I Définition 4.54. Un espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il admet au moins une famille génératrice
finie.

Exemple 4.55. L’espace vectoriel (K", +,+) est de dimension finie puisque la base canonique (e1,--- ,e,) est
une famille génératrice finie.

Théoréme 4.56 (Théoréme de la base incompléte)I

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non réduit & {Og}. Toute famille libre de E peut étre
complétée en une base de F.

Corollaire 4.57. Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0z} admet au moins une base.

IV.2 Dimension d’'un espace vectoriel

Théoréme 4.58 |

Soient F un espace vectoriel de dimension finie et n € N*. Si E admet une base formée de n vecteurs,
alors toute base de E est formée d’exactement n vecteurs.

Définition 4.59. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit & {Og}. On appelle dimension de
E le nombre de vecteurs constituant une base de E. On note cette quantité dimg(F) (ou simplement dim(E)
lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur ’ensemble K des scalaires). Par convention, on pose dimg ({0g}) = 0.

Exemples 4.60.

R™ est de dimension n sur R,

C™ est de dimension n sur C,

dimg (K, [X]) =n+1,

dimp (M2(R)) = 4, et plus généralement, dimg (M, ,(K)) = np,
Siu # Og, alors dimg (Vect(u)) = 1.
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IV.3 Caractérisation des bases

—| Proposition 4.61 (Cardinal d’une famille Iibre/génératrice)}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n avec n > 1.
(i) Toute famille libre de E est composée d’au plus n vecteurs.

(ii) Toute famille génératrice de F est composée d’au moins n vecteurs.

—| Théoréme 4.62 (Caractérisation des bases avec la dimension)}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n avec n > 1. Soit £ une famille de vecteurs de E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) & est une base de E.
(if) £ est une famille libre de n vecteurs de E.

(i) & est une famille génératrice de n vecteurs de E.

\ ’ . . . . .
~ Méthode (pour démontrer qu’une famille de vecteurs est une base). Soit E un espace vectoriel de dimension
n avec n > 1. Pour démontrer qu'une famille 4 = (u1,--- ,u,) de p vecteurs de E est une base de E, il suffit
de remarquer que p = n et de prouver que 4 est libre (ou que Z est génératrice).

Démontrer que la famille ((1,2),(3,4)) est une base de R?.

IV.4 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

—| Théoréme 4.63 |

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors :
(i) F est de dimension finie et dim(F) < dim(FE),
(ii) si de plus dim(F) = dim(F) alors F = E.

Soient P(X) = X — 1 et Q(X) = X + 1. Déterminer la dimension de Vect(P,Q) et en déduire que
Vect(P,Q) = Ry[X].

Définitions 4.64. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de FE.
e Sidim(F') =1, alors on dit que F est une droite vectorielle de E.
e Si dim(F') = 2, alors on dit que F est un plan vectoriel.
e Si dim(F') = dim(FE) — 1, alors on dit que F' est un hyperplan de E.

—| Proposition 4.65 (Existence de s-e.v. supplémentaires en dimension finie)}

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors :

(i) F admet au moins un supplémentaire G dans E (i.e. il existe au moins un sous-espace vectoriel
G de E tel que E = F & G),

(ii) dans ce cas, dim(E) = dim(F) + dim(G).

—| Théoréme 4.66 (Formule de Grassmann) }

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E de dimension finie. Alors

dim (F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).
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Soient F' = {(x,y,z) ER3, z4+y+z :0} et G = {(x,y,z) ER3, z+y= z}
1) Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel F' de R3.

2) Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel G de R3.

3) Déterminer une base et la dimension de F'NG.

4) Déduire des questions précédentes la dimension de F' + G.

Soient F un espace vectoriel de dimension finie et H un hyperplan de E. Soit a € E \ H.
1) Rappeler la dimension de H.

2) Démontrer que dim (Vect(a)) = 1. (Indication : on démontrera pour cela que a # Op.)

3) Démontrer que H N Vect(a) = {0g}.

4) Déduire des questions précédentes que E = H & Vect(a).

IV.5 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 4.67. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle rang d’une famille .# de vecteurs
de E Ventier rang(:#) = dimg (Vect(#)) . Autrement dit,

rang(uq, ug, - -, up) = dimg (Vect(ui, ua, -+ ,up)).

Exemple 4.68. Soient uq et us deux vecteurs d’un espace vectoriel E.

0 si Uy = Ug = OE
rang(ui,uz2) = ¢ 1 si uy et ug sont colinéaires et {u1,us} # {05}

2 sila famille (ug,ug) est libre. (i.e. u; et ug ne sont pas colinéaires).

Remarque 4.69. Si .7 est une famille de p vecteurs, alors rang(.%#) < p.

—| Proposition 4.70 l

1. Une famille % de p vecteurs de E est libre si et seulement si rang(.%) = p.

2. Une famille .% est génératrice de E si et seulement si rang(.#) = dim(E).

—| Théoréme 4.71 I

Le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs (u1,usg,--- ,up,) est inchangé si on
effectue les opérations élémentaires suivantes sur cette famille de vecteurs :

(1) retrait du vecteur nul s’il est présent,
(ii) permutation de deux vecteurs u; et u; (u; <> u;),
(iii) multiplication d’un vecteur u; par un scalaire non nul a (u;  aw;),
)

(iv) addition & un vecteur u; d'un multiple au; d'un autre vecteur u; (u; < u; + au;).

!
N s . .
~ Méthode (pour calculer le rang d’une famille de vecteurs). Pour calculer le rang d’une famille de vecteurs
F = (u1,us,- -+ ,up) de E, on procéde comme suit.
1) On considére la matrice A dont les colonnes représentent les coordonnées des vecteurs uq, ug, - - - et u, dans

une base % de E.

2) On effectue une méthode du pivot de Gauss sur les colonnes de la matrice A.

3) A la fin du processus, les colonnes non nulles de la matrice échelonnée obtenue sont les coordonnées dans
la base A des vecteurs d’une base du sous-espace vectoriel Vect(.#). Le rang de la famille .# est alors le
nombre de colonnes non nulles de cette matrice échelonnée.
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Exemple 4.72. Considérons les vecteurs suivants de R? : u = (1,2,3), v = (—1,1,1), w = (0,1,2) et = = (1,0, 3).
Déterminons le rang de la famille (u, v, w, z).

Notons A la matrice dont les colonnes représentent les coordonnées des vecteurs u, v, w et = dans la base
canonique de R3 et échelonnons les colonnes de cette matrice :

G G C3 O

1 -1 0 1 100 0
A= 9 1 1 0 — (2 3 1 -2 ggigzi—gl
3 1 92 3 3 4 2 0 ! Lo
L0 00 C:%%C:%*%Cz
— |2 3 0 0 5
3 4 2 8 Cy 4 Cy+ 50

3 3

1 0 0 O
— 2 3 0 0 C4<—O4—403.

34 20

La matrice obtenue étant échelonnée, les vecteurs dont les coordonnées dans la base canonique de R? sont

1 0 0
2], (3] et |0],asavoir les vecteurs (1,2, 3), (0,3,4) et (0,0, %), forment une base du sous-espace vectoriel
3 4 2

3

Vect(u, v, w, x). Ainsi, rang(u, v, w,z) = 3.

Déterminer le rang des deux familles suivantes de vecteurs de R%.
1) (w,v) ouuw=(1,2,-1,1) et v = (2,3,0,—1).
2) (u,v,w)ouu=(-2,1,1,1),v=(0,3,1,-1) et w = (—6,9,5,1).

Indication : pour le point 1) on se reportera a l’exemple 4.68.




Développements limités

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :
1

rappeler les développements limités usuels en 0 (des fonctions x — 1 , €Xp, sin, cos,  — (1 + z)%),

rappeler la formule de Taylor-Young,

additionner des développements limités,

multiplier des développements limités,

composer des développements limités,

intégrer un développement limité,

déterminer un développement limité en un point a # 0,

calculer des limites en utilisant les développements limités,

démontrer I'existence d’une tangente en un point et étudier sa position,
démontrer I'existence d’une asymptote en oo et étudier sa position.

I Notion de développement limité

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle non vide de R qui n’est pas réduit & un point. Sauf indication
contraire, f : I — R est une fonction définie sur U'intervalle I et a désigne un nombre réel qui est soit un point
de I, soit une des extrémités de I.

.1 Deéfinition
Définitions 5.1. Soit n € N. On dit que f admet un développement limité & l'ordre n en a (noté en abrégé un
DL, (a)) ¢l existe un polynéome P, = ag + a1 X + -+ a, X™ de degré au plus n et une fonction € : I — R tels
que pour tout réel x dans un voisinage de a on ait :
f@)=Py(x—a)+ (xr —a)"e(x), avec lim e(x) =0,
r—a
ie.,
fl@y=ao+ar(z—a)+ - +an(z—a)" + (x —a)"e(x), avec lim e(z) = 0.

r—a

e La fonction polynomiale x — P, (z —a) est appelée partie réguliére (ou encore partie principale ou partie
polynomiale) du DL, (a) de f.
e La quantité (z — a)"e(z) est appelée reste d’ordre n du développement limité de f en a.

Remarque 5.2. Lorsque cela est possible, déterminer le développement limité d’une fonction en un point permet
de faciliter son étude au voisinage de ce point. En effet, cette méthode peut permettre d’approcher une fonction
éventuellement compliquée par une fonction polynomiale beaucoup plus facile & étudier. Cet aspect est développé
a la section III.2. Ci-dessous le graphe de la fonction sinus accompagné de son développement limité a 1’ordre 1
a gauche et a l'ordre 3 a droite :

<
Tl
8

<

Il

)

I

“%

—7 T xX 7 T xT

y = sin(x) y = sin(x)

Démontrer que si f : I — R est dérivable en a € I, alors f admet un développement limité a I'ordre 1
donné par : f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (x — a)e(z), avec lim e(z) = 0.
T—a

f(z) = f(a)

Indication : considérer la fonction e : I — R définie par e(z) = T —a

_fl(a) Six#aﬂ

0 sinon.

Remarques 5.3.
e Avec les notations usuelles de comparaison locale des fonctions, on écrit souvent le reste sous la forme
o((z—a)") au lieu de (z — a)"e(x). Ainsi, la définition 5.1 peut se réécrire de la fagon suivante : f admet
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un DL, (a) si et seulement s'il existe n + 1 nombres réels ag, a1, ,a, tels que pour tout z dans un
voisinage de a on ait :

f@)=ao+a(z—a)+ - +ap(z—a)" +o((x—a)").

e En remplagant x par a + h dans la définition 5.1 on obtient la caractérisation suivante : f admet un
DL, (a) si et seulement s’il existe n+1 nombres réels ag, a1, - - - , a, et une fonction ¢ définie sur I’ensemble
J={h €R/ a+ h € I} tels que pour tout h au voisinage de 0 :

fla+h)=ag+arth+---+a,h™ +h"e(h), avec }llin%)a(h) =0,
—

i.e. si et seulement si la fonction h — f(a + h) admet un DL, (0).

Proposition 5.4 }

Si f admet un DL, (a), alors f admet un DLy(a) pour tout entier naturel k& < n.

Soit n € N*. Démontrer que le développement limité a 'ordre n en 0 de la fonction f définie sur | — 1;1]

1
définie par f(z) = T est donné par :
—x

1
—  =1l4z+2®+-- 2" +2 (), avec e(z) — 0.
11—z z—0
1 _anrl
Indication : on rappelle que pour tout v € R\ {1}, 1+x+ 2%+ - +2" = 1
-

.2 Unicité d’un développement limité

Proposition 5.5 }

Si f admet un DL, (a), alors sa partie réguliére est unique.

Corollaire 5.6. On suppose que f admet un DL, (0). Si f est paire (resp. impaire), alors la partie réguliére du
DL, (0) de f est paire (reps. impaire), i.e. la partie réguliére du DL, (0) de f ne comporte que des monomes de
degré pair (resp. impair).

—| Proposition 5.7 }

Si f admet un DL,(a) donné par f(z) = Y ar(x — a)* 4+ o((z — a)") et que p € N désigne le plus
k=0
petit entier k € [0, n] tel que a # 0 alors :

@)~ apz—a).

—| Proposition 5.8 }

f admet un DLg(a) si et seulement si f admet une limite finie au point a.

Dans ce cas, le DLy(a) de f est donné par f(z) = ag + £(z) avec e(z) = 0 et ap= 1i_r>n f(z).
r—a T a
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—| Corollaire 5.9

Lorsque a est un élément de I'intervalle I, les équivalences suivantes sont vérifiées :
(i) f admet un DLg(a) si et seulement si f est continue en a,

(ii) f admet un DL (a) si et seulement si f est dérivable en a.

.3 Condition suffisante d’existence d’'un développement limité

—| Théoréme 5.10 (Formule de Taylor-Young) }

Si f:I— R est de classe €" sur I, alors au voisinage de tout point a € I,

f(z) = f(a)+@(x—a)+%(x—a)2+-~-+%(az—a)”+(x—a)"e(w), aveclim e(z) = 0.

r—a

Ainsi, toute fonction qui est de classe €™ au voisinage d’un point a admet un DL, (a) qui est donné par la
formule de Taylor-Young. Cette formule permet, en particulier, d’obtenir les développements limités de certaines
fonctions usuelles pour lesquelles on peut calculer facilement les dérivées successives.

Déterminer le DL4(0) de la fonction f : z + sin® z. En déduire le DL3(0) de f.

.4 Deéveloppements limités usuels obtenus par la formule de Taylor-Young
—{ Proposition 5.11 |

Soient n € N et a € R. Alors, lorsque « est au voisinage de 0 :

2 3 n
wooae @ o
oeI:1+—+—+—+~-~+F+x"5(:z:)

20 3!
a? ozt af n 2" n+1
.COS$:1_§+Z—E+"'+(—1) (Qn)!-i-ﬂ? e(x)
) £U3 1‘5 21,’7 " x?n—i—l i
esine=z-grt g ot gy teT @
1 1) (= 1
o(1+x)a:1+aa¢+%x2+~-+a<a ) '(04 nt ):c"—l—:c"a(x)
! n!

ou € désigne une fonction (nouvelle d’une ligne a l'autre) qui vérifie e(z) _e 0.
xT—>

Exemple 5.12.
1. La fonction exponentielle admet un développement limité & tout ordre au voisinage de 0. En particulier
son DLy(0) est donné par :

2

=14+ — + r?e(x) avec e(z) — 0.
2 z—0

2. La fonction sinus admet également un développement limité & tout ordre au voisinage de 0. Son DL3(0)
et son DL4(0) sont respectivement donnés par :

3
sinz =12 — - + 231 (x) avecei(z) — 0

3! z—0
et
x3 4
sine =z — — + a%ey(x) avec ea(x) — 0.
3! z—0

Donner le DL3(0) de la fonction f : z —

I+z
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Il Opérations sur les développements limités

I.L1 Développement limité d’'une somme et d’un produit

—| Proposition 5.13 }

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I contenant 0. Si f et g admettent des DL,,(0)
donnés par

f(@) = Po(x) +2"e1(z),  g(z) = Qn(z) + 2"e2(2),

ou P, et @, sont de degré au plus n et lim ;(x) = lim e2(x) = 0, alors :
x—0 z—0

i) pour tous réels a et f, la fonction af + Bg admet un DL, (0) donné par
(i) p B, g p
(af +B9) (2) = (@Pa + BQn) (2) + a"es(a),  avec lim e5(x) =0,
(ii) la fonction fg admet un DL, (0) donné par
(f9) (z) = Rp(z) + 2"ea(x), avec lin}) eq(z) =0,
T—>

ou R, est le polynéme obtenu en tronquant & l'ordre n le polynéme P, Q..

En utilisant les développements limités de la proposition 5.11, déterminer les développements limités

suivants :
1) DL, (0), pour tout n € N, de la fonction cosh : R — R définie par cosh(z) = ete”
2) DL,(0), pour tout n € N, de la fonction sinh : R — R définie par sinh(z) = ¢ _26
3) DL3(0) de la fonction f : x — \c/ols(Txl.
1+ sin(z) — e
4) DL5(0) de la fonction g : x — %.

1.2 Intégration terme a terme d’un développement limité

—| Proposition 5.14 }

Soient f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I et a € I. Si f’ admet un DL, (a) donné
par :
fl(@)y=ap+ai(xz—a)+ - +ay(zr—a)"+ (x —a)"e(x), avec 1i_r>n5(x) =0,
alors f admet un DL, 1 (a) donné par :
Qn
n+1

ai

f@) = f(a) +ao(@—a)+ F(@—a)* +-- + (z =)™ + (z — a)""'E(2),

avec lime(z) = 0.
Tr—ra

Exemple 5.15. La fonction f : ] — 1; +00[— R définie par f(z) = In(1 + z) admet pour tout n € N* un DL, (0)
donné par :

2 3 4 n
X X X n+1$

1n(1+x):z—?+§—z+---+(—1) ;+x e(x), avece(:r)mjo().

Cette formule n’est pas & connaitre par cceur mais vous devez savoir la retrouver!

A Attention. On ne peut pas (en général) dériver un développement limité.
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11.3 Développement limité d’une fonction composée

—| Proposition 5.16 }

Soient f et g deux fonctions admettant des DL, (0) de parties réguliéres respectives P, et @,. Si
g(0) = 0, alors f o g admet un DL, (0) dont la partie réguliére est obtenue en tronquant a Pordre n

le polynéme P, (Q(X)).

Exemple 5.17. Déterminons le développement limité de = — €*(*) & Pordre 3 en 0.
Soit = au voisinage de 0. On sait que lin%) sin(x) = 0. Or, pour tout u au voisinage de 0, on a :
xr—

2 3 u2 3

e“:1+u+u——|—u—+u351(u):1+u+—+u——|—u351(u), avec 1(u) — 0.
2! 3! 2 6 u—0

Donc,

(@) =1 4 sin(x) + % <Sin<$))2 + % (sin(x))?’ + (Silﬂ(a@))3 g1 (sin(z)) .

On calcule les puissances de sin(x) les unes aprés les autres en supprimant au fur et & mesure les termes en x
pour k > 3 (comme lorsqu’on effectue un produit des développements limités) :

k

e sin(x) =z — g—? +aes(x) =2 — %3 + a3es(x)

e (sin(z))* = (x - % + I‘BEQ(LL’))Q =22 + 13e3(2)
P =

sin(z) x (sin(z))? = (x - % + x?’sg(:c)) x (22 + 23e3(z)) = 2® + 23e4(2),

(
(

o (sin(x)

ol lir% ex(z) = 0 pour tout k € {2,3,4}. On obtient ainsi :
xr—r

; 3 1 1
(@) =1 4 (:z: - % + x352(z)> +3 (z® + 2e3(2)) + G (2 + 2%e4(2)) + 2’e5(x),  avec e5(z) -, 0.
D’ou, aprés simplification :

2

esin(:r:) =14+ r + gg?’g(g)’ avec 6(58) — 0.
2 z—0

et en déduire que le DL5(0) de la fonction tan est

1
Déterminer le DL5(0) de x +—
cos

1 2
tan(z) =z + §x3 + ﬁm‘r’ + 2%e(z), avec () el 0.

1.4 Deéveloppement limité au voisinage de a # 0

Méthode. Pour déterminer le développement limité & ’ordre n d’une fonction f au voisinage d’un point a # 0,
on détermine le développement limité a I'ordre n en 0 de la fonction h — f(a+ h). On obtient le développement
limité de f en a en remplagant h par  — a dans le développement limité en 0 de h +— f(a + h).

Mais attention, on ne développe surtout pas les monomes (z — a)* qui sont apparaissent !

Exemple 5.18. Déterminons le développement limité & l'ordre 2 de f: z +— €* au voisinage de 1.
Soit h au voisinage de 0.

h2
f(l+n)=etr =eleh =e! (14+h+ — 4+ h%(h) ), oue(h) — 0.
2! h—0

D’ou : o
f(l+h)=e+eh+ 5h2 + h%e(h).

On en déduit :

f(x):e—l—e(x—1)—1—;(33—1)24—(35—1)261(3:), ou gi(x)=eelxz—1) — 0.

rz—1
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11l Application des développements limités

I11.1 Calcul de limites

La proposition 5.7 s’avére intéressante pour déterminer la limite éventuelle d’une fonction au voisinage d’un
point. Les développements limités sont donc particuliérement utiles pour calculer les limites dans le cas de
formes indéterminées.

Exemple 5.19. Utilisons les développements limités pour lever 'indétermination dans la limite éventuelle :
1 —e® +sinz

lim
z—0 1 —cosx

On rappelle que :
2

1—cosz = % + 2% (),

ot €1 tend vers 0 en 0. Cherchons alors le développement limité & ’ordre 2 en 0 de la fonction au numérateur
2
x+ 1 —e® +sinz. On rappelle que : e* =1+ 2 + % + 1%e9(x) et sinx = x + 2%e3(x), ot £9 et £3 ont pour
limite 0 en 0. Ainsi, la fonction au numérateur admet pour DL (0) :
2 2

1—e*+sinx=1- <1 +z+ %) + o+ xey(x) = —% +22e4(z), es(2) o 0.

Donc :

N|—

1—e” +sinz —Z 4 a2e4(x)

)
l—cosz ””—22 + 2261 ()

1
_T3te = 1.
%+51(x) xz—0

tol»—t| I

In(l 4 z) — tanx

Calculer lim —5
z—=0 sin” x

Indication : on pourra utiliser le résultat de lexercice 42 pour obtenir le DLo(0) du numérateur.

I11.2  Etude locale d’une fonction au voisinage d’un point

Les développements limités permettent également de déterminer 1’équation de la tangente & une fonction f en
un point a, ainsi que la position de la courbe représentative 4 de f par rapport a cette tangente au voisinage
du point a.

Soit f : I — R une fonction admettant un DL, (a), avec n > 1, donné par

fl@)=ar+ai(x—a)+ - +ap(z—a)" + (x —a)"e(z), oue(z) — 0.

r—a

o L’¢quation de la tangente (T) a la courbe représentative ¢y de f au point a est :

(T): y=ap+a(z—a)

e Supposons que n > 2 et qu'il existe k € {2,--- ,n} tel que ar # 0. On note alors p le plus petit entier k
vérifiant cette propriété (i.e. as =--- =a,—1 =0 et a, # 0). On a donc
f(x) =ao+a1(z — a) + ap(z — a)? + (x — a)P(z), avec €(x) — 0.
r—a

Au voisinage du point a on a donc :
f(x) = (a0 + ar(x — a)) = (z — a)? (a, + £(x)) -

La position de la courbe €y par rapport a la tangente (T') au voisinage du point a est alors déterminée
par le signe du produit (z — a)? (a, + €(x)) au voisinage de a.

Exemple 5.20. Déterminons I’équation de la tangente (T') & la courbe représentative 6 de la fonction

sin(z) — In(1 — z)

fix—

au point d’abscisse 0 ainsi que la position relative de & par rapport a (') au voisinage de ce point.
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Commengons par déterminer le développement limité a 'ordre 2 de f en O :

x3 2 3 2 3
(-5) (T 5) P e TP
O — . - 2 =24 5ot e +atela),

1
ot la fonction e a pour limite 0 en 0. On en déduit que 'équation de (T) est : y =2+ 3% De plus,

1 1 22 >0 au voisinage de 0
— (24 =z ) =22(= t 1 1
f(2) (+ x) . ( +£(x)> a 4 <_+€(x)):_>0_
z—0 \ 6 6

1
Donc f(x)— (2 + ix) > 0 au voisinage de 0. On en déduit que 6} se situe au-dessus de (T') au voisinage de 0.

Déterminer le DL2(0) de f : z — (22 4+ 3)e™®. En déduire une équation de la tangente (7') a la courbe
représentative €; de f au point A d’abscisse 0 et la position relative de € par rapport a (') au voisinage du
point A.

I11.3 Recherche d’asymptotes obliques au voisinage de I'infini

~ Méthode. En général, pour démontrer I'existence d’une asymptote oblique & la courbe € d’une fonction f au

f(x)

voisinage de 400, on étudie la fonction z — ———= au voisinage de +o00. Pour cela, on détermine un développement
x

f(x)

1
limité en 0% de la fonction h — hf <E> On en déduit une expression de pour z au voisinage de 400,

puis enfin une expression de f(z) de la forme :

f(x) =aox + a1 +e(z), oue(x) Mol 0.

La méthode est la méme pour la recherche d’une asymptote en —oo : on recherche dans ce cas un développement

limité de la fonction h +— hf (%) en 0.

Soient z au voisinage de +oo (resp. —oo) et h au voisinage de 0. On suppose que la fonction h — hf (%) admet
un DL, (0) donné par :

1
" <_> =ag+ath+agh® + -+ a,h" + h"e(h),  oue(h) — 0,

h h—0
ie. ()
T al 2 an, 1 1
o Tttt +—n+x—n€<;)’ 0“5(;) e
On peut alors écrire, en multipliant par x,
as a 1 1
f(:z:):aox+a1+ ;+"'+xnil+w€ <E> (51)

=&(x) - 0
xr— oo

e On en déduit que la courbe représentative ¢y de f admet en 4oo (resp. —oo) une asymptote (D)
d’équation y = agx + a;.

e Supposons que n > 2 et qu'il existe k € {2,--- ,n} tel que ar # 0. On note alors p le plus petit entier
k vérifiant cette propriété (i.e. ap = --- = ap—1 = 0 et a, # 0). On a donc au voisinage de +oo (resp.
—00) :

1 1 1
f(z) = apx + a1 + afl+—g(—), aveca(—) — 0.

P zr—1

Ainsi, au voisinage de 400 (resp. —o0) on remarque que :

£(@) — (o + ) = — ( e (i)) .
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La position de la courbe représentative 6y de f par rapport a asymptote (D) au voisinage de 400 (resp.

) . . 1 1 .
—00) est alors déterminée par le signe de —— (ap+e( =) ) au voisinage de +oo (resp. —00).
x x

Exemple 5.21. Recherchons l'existence d’une asymptote au voisinage de +o0o pour la fonction f définie par

frx—vVaZ+ax+1.

Soient x au voisinage de +00 et h > 0 au voisinage de 0. Alors,

1 1 1
hf(E) =h\[ 75 +5 +1=VIThth2

Or, lim (h + h2) = 0 et pour tout u au voisinage de 0,
h—0

1
\/l—i-u:(l—i—u)%, avec & = 5
-1
:1+au+Mu2+u2<€1(u), avec €1(u) — 0
21 u—0

1 1
=1+ U~ §u2 +u?eq (u).

Donc,

(h+h?)" + (h+h?) er(h + h2)

| =

hf<%) :1+%(h+h2)—

1 1
=1+ 5(h+ h?) — ghQ + h%ey(h), avec ea(h) — 0

h—0

1
=1+ §h+ §h2 + h2€2(h).

On en déduit que :

f(z) 13 1 /1 (1
RS2 . I = - .
x + 2z + 82 + 22\ z ) g s to 0
Ainsi, au voisinage de 400,
flx) = +1+3+1€ L (5.2)
VErT TR T\ ) '

1
On en déduit immédiatement que la droite (D) d’équation y = z+ 2 est une asymptote & la courbe représentative

€y de f au voisinage de +00 et qu’au voisinage de +o0o, G est située au dessus de (D), puisque :

o34 (=)

1 1
— >0 au voisinage de + oo et lim § +ea | — = § > 0.
x 8 T 8

r—+o0

0

Remarque 5.22. Le type d’égalité obtenue en (5.1) (resp. en (5.2)) est appelé développement asymptotique de
f en £oo (resp. +00).
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Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

démontrer qu’'une application est ou n’est pas linéaire,

déterminer le noyau et I'image d’une application linéaire,

calculer le rang d’une application linéaire,

démontrer qu'une application linéaire est ou n’est pas injective/surjective/bijective,

appliquer le théoréme du rang pour calculer la dimension du noyau ou de l'image d’une application
linéaire,

e déterminer une application linéaire & partir des images des vecteurs d’une base.

I Généralités sur les applications linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et E et F sont deux K-espaces vectoriels. On rappelle que .# (E, F)
désigne I’ensemble des applications de E dans F'.

.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 6.1.
e On dit qu'une application f : E — F est une application linéaire de F dans F si :

(i) Y(u,v) € B2, f(u+v) = f(u)+ f(v),
(ii) VO\u) e Kx E,  f(Au) = Af(u).
On note .Z(E, F') Pensemble des applications linéaires de FE dans F.

e On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans E. On note .Z(E) I'ensemble des
endomorphismes de F i.e. Z(FE)=.2(E, E).

—| Proposition 6.2 I

Si fe Z(E,F), alors :
(i) f(0g) =0F,
(i) Yue B, f(-u)=—f(u),

p
(iii) Y(ui,...,up) € EP, Y(A1,..., \,) €KP, f <Z)\iui> =3 Aif(w).
=1 )

—| Proposition 6.3 l

Une application f : E — F est linéaire si et seulement si

VN u,v) eEKX EXE, f(Au+wv)=Af(u)+ f(v).

Exemple 6.4. Soit a € K fixé. L’application ci-dessous est linéaire :

f + FE —- FE
u = au.

En effet, soit (\,u,v) € Kx E x E, alors :

fOu+v) =a(du+v) = Aau) + av = Af(u) + f(v).

Démontrer que les deux applications ci-dessous sont linéaires :

IdE:E—>E @E,F:E%F
U = u u +— Op.
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Définitions 6.5. L’application Id g de I'exercice précédent est appelée application identité (de E), et ’application
Og, r est appelée application nulle (de E dans F).

Démontrer que lapplication f : R[X] — R[X] est linéaire.
P - P

.2 Opérations sur les applications linéaires

—| Proposition 6.6 I

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Si f € Z(E, F) et que g € Z(F,G), alors gof € Z(E,G).

—| Théoréme 6.7 I

L’ensemble Z(E, F') est un K-espace vectoriel.

Remarque 6.8. Ce résultat signifie que la somme de deux applications linéaires est une application linéaire et
que le produit d’une application linéaire par un scalaire est encore une application linéaire.

1.3 Cas de la dimension finie

—| Théoréme 6.9 l

Soient (ey,...,e,) une base de E et # = (e1,...,&,) une famille de vecteurs de F. Alors, il existe
une unique application linéaire f € Z(E, F) telle que :

Vi € [[1,’)’L]], f(e,) = &;.

Remarque 6.10. Pour connaitre entiérement une application linéaire f: E — F', il suffit de connaitre les images
par f des vecteurs d’une base de F.

Exemple 6.11. Soit R? muni de la base canonique (e1, ez, €3) et soit f application linéaire de R? dans R? définie
par :

f(el) = (170)) f(eQ) = (27 _1) et f(e?)) = (_37 1)'

Alors, quel que soit (z,y,2) € R, on a :
(.’E,y, Z) = Tej + Yyea + zZ€3,
donc :

flx,y,2) = f(xer + yea + ze3)
=af(e1) +yfle2) +zf(es)
=2(1,0) + y(2,-1) + 2(—3,1)
=(z+2y—3z,—y + 2).

Soit f l'application linéaire de Ro[X] dans Ro[X] définie par :

=X, fX)=X-X° f(X?)=X’+1.

Soit P € Ry[X]. Démontrer que si P s’écrit P = ag + a1 X + aaX? avec ag, a; et as des nombres réels, alors
f(P)=as+ (ap+a1)X + (az —a1) X2
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.4 Rappels sur les applications injectives, surjectives et bijectives

On n’hésitera pas a relire le chapitre 5 « Ensembles et applications » du cours de MT1 dans lequel figurent ces
définitions ainsi que de nombreux exemples.

Définition 6.12. Soit f € .Z(E, F). On dit que f est injective si :
Viuu) € B2, (u#d = fu)# F()),
autrement dit, si f ne prend jamais deux fois la méme valeur.
Définition 6.13. Soit f € & (E, F). On dit que f est surjective si :
YoeF, ueE, f(u)=uv,
autrement dit, si tous les éléments de F' admettent au moins un antécédent par f.
Définition 6.14. Soit f € &#(E, F). On dit que f est bijective si :

YVoeF, uekE, flu=u,

autrement dit, si tous les éléments de F' admettent exactement un antécédent par f.

Remarque 6.15. Une application est bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

Proposition 6.16 I

La composée de deux applications injectives (respectivement surjectives, bijectives) est injective
(respectivement surjective, bijective).

Il Image et noyau d’une application linéaire

1.1 Image d’une application linéaire

Définition 6.17. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(FE, F). On appelle image de f et on note
Im(f) ensemble f(F) :
Im(f) = {f(u), ue B} = f(E).

Remarque 6.18. Dans les conditions de la définition précédente, Im(f) est un sous-ensemble de F' et pour tout

veF ona:
velm(f) <= (BueE, v=f(u)).

Exemple 6.19. Soit F un K-espace vectoriel. On rappelle que I'application identité sur E est définie par :

dp : E — E
u = u.

Ainsi : Im (Idg) = {Idg(u), u € E} = {u, u € E}. Donc Im (Idg) = E.

Déterminer Im (O, r) ot Qg p est Iapplication nulle définie dans l’exercice 45.

Proposition 6.20 I

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). Alors, f est surjective si et seulement si
Im(f)=F.




Applications linéaires

—| Proposition 6.21 l

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

—| Proposition 6.22 (Cas de la dimension finie)I

Si (e1,ea,- -+ ,ep) est une base de E, alors :

Im(f) = VeCt(f(el)a f(62), e 7f(en))

1.2 Image réciproque d’'un ensemble par une application

Définition 6.23. Soient E et F' deux ensembles quelconques et f une application de E vers F. Pour toute partie
D de F, on appelle image réciproque de D par f le sous-ensemble de E noté f~1(D) et défini par :

fYD)={u€E, f(u) €D}

Autrement dit :
ue f7YD) < f(u) € D.

Remarque 6.24. On a toujours f~*(@) = @. De plus, pour tout élément v de F : f~*({v}) = {u € E, f(u) =v}.

Proposition 6.25 I

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(F,F). Si D est un sous-espace vectoriel de F,
alors f~1(D) est un sous-espace vectoriel de E.

1.3 Noyau d’une application linéaire
Définition 6.26. Soit f: ' — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels. On appelle noyau de

f Pensemble :
Ker(f) ={u€E, f(u)=0p}.

Remarque 6.27. Avec les notations de la définition :

Yu e E, (uEKer(f) — f(u)zOF).

—| Proposition 6.28 I

Soit f € Z(E,F). Alors :
(i) Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
(i1) f est injective ssi Ker(f) = {0g}.

Remarque 6.29. Une application linéaire f € Z(FE, F) est injective ssi f~1({0r}) = {0g}.

A Attention. Cette caractérisation de I'injectivité n’est valable que pour les applications linéaires. Contre-exemple :

f: R —- R

x = z2




Applications linéaires

Exemple 6.30. Déterminons le noyau de l'application linéaire f R3 — R?
((E,y,Z) = (l'—y,Z)
Pour tout (z,y, z) € R3,
(xaya Z) € Ker(f) <~ f T,Y, Z) - 0]R2
— (aj—y,z) = (070>
—y=0
<~ {x Y
z =
<~ {x Y
z=0
= (z,9,2) = (y,9,0) = y(1,1,0).
Ainsi, Ker(f) = {y(1,1,0), y € R} = Vect((1,1,0)).
Exemple 6.31. Déterminons le noyau de I'application linéaire f : R[X] — R[X] .
P - P
Soit P = ap+a1 X +az X2+ --+a, X™ un polynéme quelconque de R[X], avec n € Net (ag,az,- -+ ,a,) € R*FL.

Alors,
P € Ker(f) < f(P) = Og|x]
<~ P =0
s a; + 20X 4+ +na, X" =0
< Vk € [1,n], kar =0
<~ Vke[l,n], ap =0
<= P =ayg.

Dot Ker(f) = Ro[X] : Ker(f) est le sous-espace vectoriel de R[X] formé par I’ensemble des polynomes constants.

Démonter que f : C3  — C? est linéaire puis déterminer Ker(f).
(,9,2) = (t+y+ze+2)

I1l  Isomorphismes

Proposition 6.32 I

Soit f € Z(E,F). Si f est bijective, alors sa bijection réciproque f~1 est linéaire de F dans E.

Définition 6.33. Une application linéaire bijective de E dans F' est appelée un isomorphisme de E sur F.
Lorsqu’il existe un isomorphisme de E sur F, on dit que F et F' sont isomorphes.

—| Proposition 6.34 l

Soient (eq,...,e,) une base de E et f € L(E, F). f est bijective si et seulement si (f(e1), ..., f(en))
est une base de F.

—| Proposition 6.35 I

Tout K-e.v. de dimension finie n est isomorphe a K".

— Corollaire 6.36 |

Soient E et F deux K-e.v. de dimensions finies. E et F' sont isomorphes ssi dim(E) = dim(F).




Applications linéaires

Corollaire 6.37 I

Soit E un K-e.v. Si F est isomorphe & un espace vectoriel F' de dimension finie sur K, alors E est de
dimension finie et dim(F) = dim(F).

IV Rang d’une application linéaire et théoréme du rang
IV.1 Rang d’une application linéaire
Lemme 6.38. Soit E un K-e.v. de dimension finie et soit f € Z(E, F). Alors, Im(f) est de dimension finie.

Définition 6.39. Soient F un K-e.v. de dimension finie et F' un K-e.v. Si f € Z(E, F), alors on appelle rang
de f et on note rg(f) la quantité :

rg(f) = dim(Im(f)).

Méthode (Calcul du rang d’une application linéaire). Pour déterminer le rang d’une application linéaire
f e Z(E,F), on choisit une base (e1,...,e,) de E puis on applique le résultat suivant :

rg(f) =rg(fle1),..., flen)).
Enfin, on pourra utiliser le point méthode page 40 pour calculer le rang de la famille (f(ey),..., f(e,)).
On considére I'application linéaire [ : Ry[X] — R3

P — (PQ1),P'(1), P(0)).
Démontrer que la famille (f(1), f(X), f(X?)) est libre et en déduire rg(f).

IV.2 Théoréme du rang

—| Théoréme 6.40 (du rang) I

Soient F un K-e.v. de dimension finie, F' un K-e.v. quelconque et f € Z(E, F). Alors :

dim(E) = rg(f) + dim(Ker(f)).

IV.3 Application a la caractérisation des isomorphismes

—| Théoréme 6.41 I

Soient E et F deux K-e.v. de méme dimension finie n € N*. Soit f € Z(E, F). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective,
(if) f est surjective,
) f est injective,

(iv) rg(f) =
(v) Ker(f )— {OE}

(iil




Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

déterminer et représenter le domaine de définition d’une fonction de deux variables,

déterminer et représenter la forme des lignes de niveau d’une fonction de deux variables,

démontrer la continuité d’une fonction de deux variables sur un ouvert de R2,

étudier 'existence d’une limite (ou la continuité) en un point pour une fonction de deux variables,
étudier 'existence des dérivées partielles premiéres et secondes en un point,

déterminer les dérivées partielles premiéres et secondes d’une fonction de deux variables sur un ouvert
de R?,

e déterminer I’équation du plan tangent en un point a la surface représentative d’une fonction,

e étudier l'existence de points critiques et d’extrema locaux pour une fonction de deux variables.

| Généralités
.1 Définitions
Définition 7.1. Une fonction de deux variables est une application de R? dans R.

Définition 7.2. Soit f une fonction de deux variables. On appelle domaine de définition (ou ensemble de
définition) de f la plus grande partie 2 de R? telle que f(x,y) existe pour tout (x,y) de 2. On note I’application
f sous la forme :

f 92 - R
(z,y) = flz,y)

Exemple 7.3. La fonction f: (z,y) — y/2? — y? est définie sur Z = {(z,y) € R?, [z] > |y|}.

.2 Représentation graphique

Rappel 7.4. Pour une fonction d’une variable f: I C R — R, on définit la courbe représentative de f (ou encore
le graphe de f) comme ’ensemble :

€ ={(z,f(@),vel}={(z,y) e xR, y=f(z)}.

Définition 7.5. Soit f une fonction de deux variables et soit 2 son ensemble de définition. On appelle surface
représentative de f ’ensemble :

S = {(I,y,z) € Rgv (x,y) €EDetz= f(:v,y)} = {(x,y,f(x,y)), (x,y) € @}

Définition 7.6. Soient 2 C R? et f: 2 — R. Soit . la surface représentative de f. Pour tout ¢ € R, on appelle
ligne de niveau c de f le projeté orthogonal sur le plan (Ozy) de la section de . par le plan d’équation z = c.

Remarque 7.7. La ligne de niveau ¢ de f est I'ensemble £, = {(z,y) € Z, f(z,y) = ¢} des antécédents par f
de c.

lllustration 7.8. La figure ci-contre représente la ligne
de niveau ¢ de la fonction
f: R = R
(z,y) = 2®+y?

(notée %) ainsi que l'intersection du plan d’équation
z = ¢ avec la surface représentative de f.

Exemple 7.9. Soit f: (z,y) — /1 — 22 — 32
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Fonctions de deux variables

e Déterminons le domaine de définition de f et tragons sa surface représentative.
Soit (z,y) € R2.

flz,y) existe <= 1—-22—1?>0 < 2°+9° < 1.
Ainsi, ’ensemble de définition de f est le disque unité :
2 ={(z,y) e R? 2* +y* < 1}.

La surface représentative de f est donnée par le graphe
ci-contre.

e Déterminons les lignes de niveau de f. Soient ¢ € R et (x,y) € 2. Alors,
fl,y)=c &= V1—-a2—y2=c <= 1 - =22+~
Ainsi, si |¢| < 1, alors la ligne de niveau c est le cercle de centre (0,0) et de rayon v/1 — ¢2, sinon c’est
I’ensemble vide.
1
Viv
1) Déterminer le domaine de définition 2 de f et le représenter graphiquement dans le plan (Ozy).
2) Calculer f(1,0).

3) Déterminer tous les antécédents de 1 par f et représenter la ligne de niveau 1 de f dans le plan (Oxy).

. On considére la fonction de deux variables définie par : f(x,y) =

1.3 Exemples classiques

1.3.1 Fonctions affines
Définition 7.10. On appelle fonction affine de deux variables toute fonction de la forme :

f : R = R
(r,y) — ax+by+c

ol a, b et ¢ sont trois nombres réels fixés.

Remarque 7.11. La surface représentative d’une fonction affine est un plan. Plus précisément, avec les notations
de la définition précédente, c’est le plan d’équation z = ax + by + c.

1.3.2 Paraboloide elliptique
Définition 7.12. On appelle paraboloide elliptique toute fonction de la forme :

f : R = R

ol a, b et ¢ sont trois nombres réels fixés.

Hlustration 7.13. Pour a = b =1 et ¢ = 0 on obtient le
paraboloide circulaire ci-contre.




Exemple 7.14. Soit ¢ € R. Déterminons la ligne de niveau ¢ de la fonction

f : R = R
(z,y) = 2+

e Si ¢ < 0, alors la ligne de niveau c est vide.

e Sic =0, alors la ligne de niveau c est réduite a l’origine.

e Si ¢ > 0, alors, pour tout (z,y) € R? : f(z,y) =c < 22 +y> = (\/5)2 On reconnait ’équation du
cercle de centre lorigine et de rayon +/c. Donc la ligne de niveau c est le cercle de centre (0,0) et de

rayon +/c.

Remarque 7.15. Dans le cas ol a et b ne sont pas égaux, on peut reprendre le raisonnement présenté dans
Iexemple ci-dessus : les lignes de niveau deviennent alors soit I’ensemble vide soit des ellipses, d’out le nom
«paraboloide elliptique» .

1.3.3 Paraboloide hyperbolique

Définition 7.16. On appelle paraboloide hyperbolique
toute fonction de la forme :
f: R - R

o v (B

ou a, b et ¢ sont trois nombres réels fixés.

Remarque 7.17. On parle aussi de selle de cheval, étant
donnée la forme de la surface représentative (ci-contre)
de ces fonctions au voisinage de l’origine.

. PP x\?2 Y\ 2 r Yy /r |y
Exemple 7.18. Reprenons l’expression de la définition 7.16 : f(z,y) = (—) — (3) +c= (— — Z> (— + 3)4-0.
a a a
Ainsi, en changeant de repére, on peut se ramener a I’étude de la fonction
g : R — R
(x,y) = ay.

Soit ¢ € R et soit (x,y) € R2.
e Sic=0,alors: g(r,y) =c¢ <= zy = 0; la ligne de niveau ¢ est donc la réunion des axes (Ox) et (Oy).
e Sic# 0, alors, pour tout (z,y) € R? : g(x,y) = ¢ <= 2y = c. On reconnait 1’équation d'une hyperbole.

Il Limite et continuité

Soient a = (xg,yo) un point fixé et u = (z,y) un point quelconque de R?. On cherche & étudier I'existence d'une
limite ¢ pour f(u) lorsque « u se rapproche de a » au sens d’une certaine distance a définir sur R2.

1.1 Topologie sur R?

Définition 7.19. Pour tout point u = (z,y) € R?, on appelle norme euclidienne (ou plus simplement norme)

de u la quantité : [jul| = /22 + y2.

—| Proposition 7.20 }

La norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes :
(i) Vu e R%, |ju|| >0,

(i) Yu e R?, (Jlull =0< u=0),

(iii) Vu € R?, Yo € R?,  ||u+v| < |Jul| + ||v],

(iv) VA €R, Yu € R2, || Aul| = |A| x ||ul|-
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Définition 7.21. Une partie  de R? est dite bornée s'il existe un réel 7 > 0 tel que : Vu € Q, [jul| <.

Exemple 7.22. L’ensemble [0; 1]? = [0; 1] x [0; 1] est une partie bornée de R%. En effet, si on considére un élément
quelconque u = (x,y) dans 'ensemble [0; 1]2, alors on a = € [0;1] donc 0 < 22 < 1. De méme on a : 0 < y? < 1.

Ainsi, JJul| = /22 + 2 < VI+1=V2.

Définitions 7.23.
e Soient a € R? et r > 0. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble

HBa,r) = {u eR?, |lu—al < r}.

e On dit qu'une partie U de R? est ouverte dans R? (ou que U est un ouvert de R?) si :
Ya € U, Ir >0, HB(a,r) C U.

e On dit qu'une partie F' de R? est fermée dans R? (ou que F est un fermé de R?) si son complémentaire
R?\ U est ouvert dans R2.

Remarque 7.24. Graphiquement, %(a,r) est ensemble des points du plan qui sont situés (strictement) a
Iintérieur du disque de centre a et de rayon r.

Exemples 7.25. R? est un ouvert de R2. Une boule ouverte est un ouvert de R2.
Proposition 7.26. Si I et J sont deux intervalles ouverts de R, alors I x J est un ouvert de R2.

Exemple 7.27. ]0; +00[xR est un ouvert de R? car ]0; +o0[ et R =] — 0o; +-00[ sont deux intervalles ouverts.

1.2 Limite en un point d’une fonction de deux variables

Définition 7.28. Soit f : 2 — R une fonction de deux variables définie sur une partie 2 C RZ. Soient
a = (zo,y0) et £ € R. On dit que f admet pour limite ¢ en a (ou encore que f(z,y) tend vers ¢ lorsque (x,y)
tend vers (xg,yo)) si :

Ve 0,30 >0, Vwy) € 2, (Iey) ~ (ro90)l| <5 = |f(zy) —l <<),
ou, de maniére équivalente,
Ve >0, 30 >0, Vue 2N HB(a,d), |f(u)—L <e.

On écrit alors lim  f(z,y) =¢ (ou limf = ¢).
(z,9)—=(z0,y0) a

Exemple 7.29. La fonction de deux variables définie sur R? par f(z,y) = 2% + y* admet pour limite 0 au point
(0,0). En effet, il suffit de choisir 6 = v/ dans la définition ci-dessus car :

Ve >0, Wwy) € R (l@y)ll <VE = [f@y)l = +y° = (@ p)l? <e).

—| Proposition 7.30 (Opérations sur les Iimites)}

Soient f et g deux fonctions de deux variables et (x¢,vo) € R2. Si f et g admettent des limites finies
en (zg,Yo), alors :

(i) lm (f+g)= lm f+ lim g

(z0,%0) (z0,%0) (z0,y0)
(ii) pour tout réel A\, lim (Af) =X\ lim f
(z0,y0) (z0,%0)

(iii) lim (fg) = ( lim f> X < lim g)
(z0,%0) (z0,%0) (z0,90)

f lim f
(iv) si de plus, lim g # 0, alors lim = = M
(z0,%0) (z0,%0) g lim g

(z0,Y0)
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11.3 Continuité

Définitions 7.31. Soit f une fonction de deux variables définie sur une partie 2 de R2.
e Soit a = (zp,y0) un point de Z. On dit que f est continue en a si :

lim  f(z,y) = f(z0,y0)-

(z,y) = (20,y0)

e Soit U un ouvert de R? tel que U C 2. Si f est continue en tout point a € U, alors on dit que f est
continue sur U.

Exemple 7.32. Les fonctions constantes (z,y) + ¢ (ot ¢ est un réel fixé) sont continues sur R2.

Exemple 7.33. Démontrons que la fonction (z,y) + x est continue sur R2.

Posons, pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = x. Soient (z¢,yo) € R? et £ > 0. Pour tout (z,y) € R? on a :

|f(@,y) = F(zo0,90)| = & — 20| = V(2 —20)? <V/(z — 20)? + (y — %0)* = | (,9) — (0, o).

Ainsi, en posant 0 = ¢, on en déduit que :
V(wy) € B2 ([I(,y) = (wo,p0) | <0 = |f(w,9) = Flao. o) <);
ce qui signifie que f est continue en (g, yo).

@ En s’inspirant de 'exemple 7.33, démontrer que la fonction (z,y) — ¥y est continue sur R2.

—| Proposition 7.34 (Somme, produit, quotient de fonctions continues)}

Si f et g sont deux fonctions continues sur un ouvert U de R?, alors les fonctions f + g, Af et fg
sont continues sur U, pour tout A € R.

Si, de plus, g ne s’annule pas sur U, alors i est continue sur U.
g

Exemples 7.35. e Pour tout (n,m) € N2, la fonction (z,y) — 2™y™ est continue sur R? comme produit de
fonctions qui le sont.
e Les fonctions polynomiales de la forme (z,y) — az?+by? +cary+dz+ey+f, avec (a, b, c,d, e, f) € R® sont
continues sur R? comme combinaisons linéaires de fonctions qui le sont. Plus généralement, les fonctions
polynomiales des deux variables = et y sont continues sur R2.

Proposition 7.36 }

Soient ¢ : I — R une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R et f une fonction continue
sur un ouvert U de R? telles que f(U) C I. Alors la fonction ¢ o f est continue sur U.

Exemple 7.37. Si ¢ : I — R est une fonction continue sur un intervalle ouvert I, alors, par composition :
e la fonction (x,y) — @(z) est continue sur I x R,
e la fonction (z,y) — ¢(y) est continue sur R x I.

Exemple 7.38. En particulier, pour I =|0;4o00[ et ¢ = In, on en déduit que la fonction (z,y) — In(x) est
continue sur |0; +o0o[xR.

On consideére la fonction f définie sur | — 1, +oo[xR par f : (z,y) — (y + 2)e¥/x + 1.
1) Justifier que la fonction (z,y) — vz + 1 est continue sur | — 1, +00[xR.
2) Justifier que la fonction (z,y) — (y + 2)e¥ est continue sur R

3) En déduire que la fonction f est continue sur | — 1, +00[xR.
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Définition 7.39. Soient f une fonction de deux variables définie sur une partie 2 de R? et (x¢,yo) un point de
2. On appelle applications partielles de f en (xq,y0) les applications : x — f(z,y0) et y — f(xo,y) définies
respectivement sur les ensembles {x eER, (z,y0) € @} et {y €R, (zg,y) € 9}.

Proposition 7.40 (Continuité des applications partielles)}

Si f est continue en (zg,yo), alors les deux applications partielles x — f(x,yo) et y — f(zo,y) sont
continues, respectivement en xq et en yq.

Attention. La réciproque est fausse. Contre-exemple : soit f : R? — R définie par :

ry
f(x,y) =] 2%+ y2
0 i (2,9) = (0,0).

Les applications partielles x — f(x,0) et y — f(0,y) sont continues en 0 car :

e Vzx eR, f(x,0)=0= f(0,0)

o VyeR, f(0,y)=0=f(0,0)
et pourtant f n’est pas continue en (0,0). En effet, on démontrera dans 'exemple 7.42 que f n’admet pas de
limite en (0,0). Par conséquent, f n’est pas continue en (0,0).

1.4 Meéthodes pour étudier la limite ou la continuité d’une fonction en un point

Méthode (Utilisation des suites).

—| Proposition 7.41 (Caractérisation séquentielle de la limite) }

Soient f une fonction de deux variables, (x¢,%o) un point de R? et £ € R. f admet pour limite ¢ en
(x0,yo) si et seulement si pour toute suite réelle (x,), qui converge vers xg, et pour toute suite réelle

(yn)n qui converge vers yo :

n——+00

LYy

n’admet pas de
2+ 32 P

Exemple 7.42. Démontrons que la fonction f définie sur R? \ {(0,0)} par f(z,y) =

limite en (0,0). Si f admettait une limite ¢ en (0, 0), alors on aurait

lim f(0,2)= lim f(%,1)=¢

n—-+oo n—-+oo

Or, on remarque que :

* 1y 0 x % _ : 1)\
e pour tout n € N*, (0, 1) = G (%)2 =0 donc ngrfoof (0,+) =0,
1,1
e pour tout n € N*, f (L, 1) = —n—n -1 donc lim f(L,1)=1

Ainsi,
- 1 - 11
'nll)IJ[l:lOOf (07 ’ﬂ) # TLEIEOOJC (’I’L’ ’ﬂ) ’
On en déduit que f n’admet pas de limite en (0,0).
2 2
Soit f:R?\ {(0,0)} — R définie par : f(z,y) = %
T Y
1) Etudier la limite lorsque n — +oc de la suite de terme général f (0, %)
2) Etudier la limite lorsque n — +oo de la suite de terme général f (%, —%)

3) Que peut-on en déduire ?
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Meéthode (Utilisation des coordonnées polaires). Dans certains cas, il peut s’avérer utile d’avoir recours aux
coordonnées polaires pour étudier la limite d’une fonction en (0,0). Tout point (z,y) du plan R? s’écrit sous la

forme :
x = rcosb
y=rsinf

avec 7 > 0 et 6 € R. Avec ces notations, ||(z,y)|| = V72 cos? 0 + r2sin® 6 = \/r2 (cos26 +sin*0) = Vr2 =r.

—| Proposition 7.43 }

Soit f une fonction définie sur une partie 2 de R2. Soit £ € R. f admet pour limite £ en (0,0) si et
seulement si il existe une fonction : RT — RT telle que :

Vr >0, V0 € R, ‘f(r cos(), rsin(6)) — E‘ <eg(r)

}1_1)16 e(r)=0.

Exemple 7.44. Reprenons I’étude de 'exemple 7.42 en utilisant cette méthode. Soit f définie pour en tout point

(r,) # (0.0) par s f(w.9) = 57 5.
Vr>0, Vo €R, f(rcos(d),rsin(9)) = (r cos(9)) (rsin(0)) = cos(6) sin(h).

(rcos(8))? + (rsin(0))”

Démontrons par ’absurde que f n’admet pas de limite en (0,0) en utilisant la proposition 7.43. Supposons que
f admet une limite £ en (0,0). Alors il existe une fonction € qui admet pour limite 0 en 0 telle que :

cos(f) sin(0) — ¢| < e(r).

Vr >0, V9 € R, |f(rcos(d),rsin(f)) — 6’ < g(r) ie. vr >0, V0 € R,

En particulier pour §# = 0 et § = 7/4 on obtient les encadrements suivants :

1
Vr>0, 0<¢<e(r) et vr >0, 0<’2—€‘<e(7~).

Puisque liH(l) e(r) = 0, le théoréme des gendarmes permet d’en déduire : £ = 0 et £ = % ; ce qui est impossible.
T—>
Par conséquent, f n’admet pas de limite en (0,0).
Exemple 7.45. Démontrons que la fonction f : R2 — R définie ci-dessous est continue sur R? :
2_ 2
¢ —y .
—  si(x, 0,0
oy Vs S @ #00)
0 si (z,y) = (0,0).

La fonction (z,y) +— y est continue sur R?. Les fonctions (z,y) — 2% —y? et (z,y) — 22+ y? étant des fonctions
polynomiales en les variables = et y, elles sont aussi continues sur R%. De plus, pour tout (z,y) # (0,0),

22 + y* # 0, donc f est continue sur R? \ {(0,0)}. Etudions, en utilisant les deux méthodes ci-dessus, la
continuité de f en (0, 0).

e Méthode 1. Pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)},
2% + ||
x? +y?

2 2
|22 —y
e < |yl

[f(z,y) = £(0,0)| = [y] = lyl.

Donc pour toutes suites (z,,),, et (y,),, qui convergent vers 0, on a :

VneN, |f(zn,yn) — £(0,0)] < |y -

Puisque lim |y,| = 0, le théoréme des gendarmes permet de conclure lim f(z,,y,) = f(0,0). D’aprés
n—-+00 n—-+oo

la proposition 7.41, on en déduit :  lim  f(x,y) = f(0,0); ce qui signifie que f est continue en (0, 0).

(z,y)—(0,0)
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e Méthode 2. Pour tout r > 0 et 6 € R, on a:
(% cos? ) — (r? sin? 6)

f(rcosf,rsind) — f(0,0) = (rsinf) -

= rsinf(cos? § — sin?f).

Donc,
Vr >0, V0 € R, |f(rcosf,rsind) — f(0,0)] < r|sinb)| (|00820| + |sin29|) =r|sinf| < r.

Or limr = 0, donc d’aprés la proposition 7.43,  lim  f(z,y) = f(0,0). Ainsi f est continue en (0, 0).
r—0 (x,y)—>(0,0)

x2y + 3y3

@ Démontrer que la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 2 + 92 st (z,9) #(0,0) est continue
0 si (z,y) = (0,0)

au point (0,0).

Il Dérivées partielles d’ordre 1

Dans cette partie, U est un ouvert de R?, a = (z0, yo) un point de U et f: U — R une fonction de deux variables.

1.1 Deérivabilité des applications partielles

Définition 7.46. On dit que f admet au point (g, yo) une dérivée partielle par rapport a la premiére variable
(ou par rapport a la variable z) si I'application partielle x — f(x,yo) est dérivable en xy. On note %(.’Iio, Yo)
la dérivée partielle de f au point (zg,yo) par rapport a x.

Définition 7.47. On dit que f admet au point (xg,yo) une dérivée partielle par rapport a la deuxiéme variable
(ou par rapport a la variable y) si I'application partielle y — f(xo,y) est dérivable en yg. On note g—‘;(xo, yo) la
dérivée partielle de f au point (z,yp) par rapport a y.

Remarque 7.48. En termes de limites, lorsqu’elles existent, ces dérivées partielles s’écrivent :

g(:pO’yo) = lim f(xayo) — f(x07y0) et g(.’l}o,yo) — lim f(.%‘o,y) - f(.’EO,yo) -
&z T—x0 T — Xg 6@/ Y0 Y — Yo

Remarque 7.49. On note encore g—f la fonction de deux variables (xq,yo) — a—(zg, Yo)-
x x

Exemple 7.50. Considérons I'application f : R? — R . Alors, a y fixé, x — f(x,y) est une fonc-
(z,y) — yert¥
0
tion usuelle dérivable en tout point z de R dont la dérivée est : o — ye® Y. Ainsi, a—f(ac,y) = ye® Y. Pour
x

calculer cette dérivée partielle, on a simplement dérivé I’expression de f par rapport & x en considérant que y

était une constante. De méme, a—(x, y) = "V + ye Y,
Y

Déterminer les dérivées partielles premiéres de la fonction f : R* — R
(x,y) +— cos(zy).

I11.2 Vecteur gradient

Définition 7.51. Si f admet des dérivées partielles en a = (z¢, yo), alors on appelle gradient de f en a le vecteur
de R? :
of

Vi = (g G w).

Définition 7.52. On dit que la fonction f est de classe € sur U si :

(i) pour tout point a € U, g—i(a) et %(a) existent,

0 0
(ii) les fonctions of et of sont continues sur U.

ox oy
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Remarque 7.53. Cette définition est a rapprocher de celle vue pour les fonctions d’une variable réelle : une
fonction g: R — R est de classe € lorsqu’elle est dérivable et que sa dérivée est continue.

Proposition 7.54 }

Si f est de classe €' sur U et que Vf(a) # (0,0), alors dans le plan (Oxy), le vecteur Vf(a) est
orthogonal & la tangente en a a la ligne de niveau f(a) de f.

I11.3 Plan tangent

—| Proposition 7.55 }

Si f est de classe €' sur U, alors la surface représentative . de f admet au point My de coordonnées
(0, Y0, f(0,y0)) un plan tangent &2 d’équation :

= . o) + (a0, o)z = 20) + 5 (2o, 0) (0 = o)

Remarque 7.56. Soient %, la courbe représentant la section de . par le plan y = yg et ¢,, la courbe représen-
tant la section de . par le plan z = xo. Alors, le plan & contient les tangentes au point (zg, o) aux courbes

Cyo €t Cay-

Exemple 7.57. Considérons la fonction f définie sur R? par
f(z,y) = 2% + y? + 23 et déterminons I’équation du plan tangent
a la surface représentative . de f au point My de coordonnées
(1,0, £(1,0)). On remarque qu’en tout point (x,y) de R? on a :

0 0

afi(%y) = 2z + 327, ;i(x,y) =2y.
D’ou : %(1,0) =5 et 2—5(1,0) = 0. Puisque f(1,0) = 2, on en 2
déduit que le plan tangent & recherché a pour équation :

z="5(x—1)+2.

Ci-contre, on a représenté . (en dégradé de couleurs) et le plan x
tangent &2 (en bleu clair).

Déterminer I'équation du plan tangent a la surface représentative de f : (x,y) € R? — eSn(#Y) au point de
coordonnées (0,7/3, f(0,7/3)).

I11.4 Deérivée d’'une fonction composée

—| Proposition 7.58 }

On suppose que f est de classe €' sur U. Soit ¢ : I — U une fonction de classe
t o= (u(t),v(t))
% sur un intervalle ouvert I de ®. Alors, f o ¢ est de classe €' sur U et :

viel, (fop) (t)=u(t)x %(U(t%v(t)) +0'(t) x @(U(t),v(t))

Exemple 7.59. Soient f : (z,y) € RZ = ay+e” Y et g :t € R g(t) = f(e!,t?). Déterminons ¢’(0). D’aprés
la proposition précédente :

af af
VteR, g'(t)=e'x 32 (', %) + 2t x % (ef,£%).




0
Or, pour tout (x,y) € R?, a—i(m,y) =y+e’Y,

g'(0) = e x 5L (e2,0) +0 x G (e,0) = 1 x 5L (1,0

(z,y) = x — €*7Y. Finalement, pour ¢ = 0, on obtient

=€ =ec.

I11.5 Deéveloppement limité a I'ordre 1

—| Théoréme 7.60 }

Soit (zg,y0) € U. Si f est de classe €' sur U, alors il existe une fonction e définie au voisinage de
(0,0) et continue en (0,0) telle que pour tout (hy, hs) au voisinage de (0,0) on ait :

15) 0
(%) = f(xo+ h1,y0 + h2) =f(x0,y0) + é(fﬂo,yo)}h F 8—5(9007110)}12 +/ h3 + h3e(hy, ha),

avec £(hq, hz) — 0 lorsque (hy, hy) — (0,0).

Définition 7.61. L’égalité (x) est appelée développement limité a I'ordre 1 de f en (xq,yo).

Remarque 7.62. On reconnait I’expression du plan tangent a la surface représentative de f en (xg,yo) dans le
développement limité de f : on approche localement f par son plan tangent.

Remarque 7.63. On rappelle que ||(h1, h2)|| = \/h? + h3. Ainsi, si on pose a = (2o, yo) et h = (h1, ha), alors on
peut réécrire le développement limité de la proposition précédente comme :

fla+h) = fa) +(Vf(a),h) +[|h]l(n),
ott (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R?.

Exemple 7.64. Reprenons la fonction f : (x,y) — 224+y*+2° de Pexemple 7.57. On a déja vu que : %(1, 0)=5et
%(1’ 0) = 0. Ainsi, le développement limité de f au voisinage de a = (1, 0) s’écrit pour tout (hi, he) au voisinage
de (0,0) : f(]. + hl, 0+ hz) =2+ 5h1 + Ohg + ||(h1, hg)”é’(hl, hg), avec €(h1, hg) — 0 lorsque (hl, hg) — (O, 0)

Déterminer le développement limité & I'ordre 1 au voisinage de a = (1,2) de la fonction f définie sur R?
par f(z,y) =e* — zy.

IV Dérivées partielles d’ordre 2

Dans cette partie, U est un ouvert de R?, a = (z0, yo) un point de U et f: U — R une fonction de deux variables.

IV.1 Définition
of of .

Définition 7.65. Lorsque % et 50 existent sur U et que ces fonctions de deux variables admettent aussi des
€T Y
dérivées partielles d’ordre 1 au point (zg, yo), on dit que f admet au point (zg, yo) des dérivées partielles d’ordre

2 et on note ces dérivées partielles de la fagon suivante :

02 o0 [0 02 o (0
aixjgc(xo»yo) =5 (8£) (%0, %0), 8?5;(9607%) = 9 <3£> (%0,%0),
o2 f N o2 f o (of
Tyax (xoayo) = 5‘71/ (3:5) (an:UO)v 87y2($0’y0) = ('974 (3y> (xo,yo).

Exemple 7.66. Considérons la fonction f: R?\ {(0,0)} — R définie par :
f(z,y) =In(2® +y?).

Les fonctions x — 2% 4+ y? et y — 22 + y? sont dérivables sur R et la fonction In est dérivable sur ]0, +oc[. Donc
f admet des dérivées partielles d’ordre 1 en tout point (z,y) de R?\ {(0,0)} données par :

g 7230 et g(x )=
$2+y2 ay 7y -

O (xvy) =




Les fonctions de deux variables %{: et % étant des quotients de fonctions polynomiales en les deux variables x
et y, elles sont continues sur R? \ {(0,0)} (donc f est de classe €' sur R?\ {(0,0)}) et admettent des dérivées
partielles d’ordre 1 en tout point de R? \ {(0,0)}. Ainsi f admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point
(x,y) de R%\ {(0,0)} données par :

0% f 0 [(of _2><(:E2+y2)—2x><2x_2(y2—ac2)
o) = g (5 ) oo = P =
0% f 90 [of B 2y  —Axy
=0 = 53 (50) 0 =20 () = e
o*f 0 (Of B 2z  —Axy
Ox0y (@) = Oz (61/) (2,y) = 2y x (_(:172 +y2)2) (22 4 y2)2
ﬁ(x )_8(Gf>< )_2><(x2+y2)—2y><2y_2($2—y2)
oy Y "oy \ay )Y T (22 + y?)?2 C (@)Y

Démontrer que la fonction f de I’exercice 58 admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point de R? et
les déterminer.

Définition 7.67. On dit que f est de classe ¢ sur U si :
(i) f est de classe ¢! sur U
(ii) f admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point de U

(iii) les dérivées partielles d’ordre 2 de f sont continues sur U.

Exemple 7.68. Les fonctions polynomiales en les deux variables z et y sont de classe €2 sur R2.

Théoréme 7.69 (Théoréme de Schwarz)}

&F _Of

axay = m sur U.

Si f est de classe €2 sur U, alors

Remarque 7.70. Par conséquent, si f est de classe €2, alors il est inutile de calculer les deux dérivées partielles
0% f " 0% f
e
Oydx  0xzdy

puisqu’elles sont égales; il suffit de n’en calculer qu’une des deux.

secondes « croisées »

IV.2 Deéveloppement limité a I'ordre 2

—| Théoreme 7.71 }

Si f est de classe €2 sur U, alors il existe une fonction € définie au voisinage de (0,0) et continue en
(0,0) telle que pour tout (h,hs) au voisinage de (0,0) on ait :

f(xo + hi,y0 + h2) =f(z0,%0) + ﬁ(»’170,310)}11 4 g(l‘o,yo)ib

or oy
1 /0% 02 0?
3 (S ann® + 2o, waha + S o)ta? ) + 0, ) P ),

avec €(hy, hs) — 0 lorsque (hy, hs) — (0,0).

Définition 7.72. L’égalité précédente est appelée développement limité a I'ordre 2 de f en (xq,yo)-

Définition 7.73. Soit f une fonction de classe €2 sur U. On appelle matrice hessienne de f en a = (z¢, ), la
matrice de My(R) définie par :
7T (o) Lo, 0)
ﬁ 0, 90 W 0, 90
(Hf)(a)=| 9 e
o0°f o°f
(ZanO) ayg (ﬂfo,yo)

0xdy
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Remarque 7.74. On rappelle que la transposée d’une matrice ligne h = (h1, ha) est la matrice colonne définie
h1

par:th = < by ) Le développement limité & ’ordre 2 de f en a peut donc se réécrire de la fagon suivante :
2

fla+h) = f(a) +(Vf(a),h) + % h (Hf)(a) *h+ ||k]|*e(R),

avec €(h) — 0 lorsque h — (0,0).

Exemple 7.75. Reprenons la fonction de I'exemple 7.66 définie sur R?\ {(0,0)} par f(z,y) =In (22 +3?). On a
déja vu que f est de classe €1 sur R?\ {(0,0)} et que f admet en tout point (x,y) de R%\ {(0,0)} des dérivées
partielles premiéres et des dérivées partielles secondes données par :

L) = s Lo = 2
ax x?y _$2+y2) ay -T7ZU _1’2+y27
’f 2y* —2*)  *f 22* —y*)  Of f —dxy

(z,y) - (,’I]2 +y2)27 axay (l’,y) = ayax (I7y) = m

02" = e ap
Les dérivées partielles d’ordre 2 de f étant des quotients de fonctions polynomiales en x et y, elles sont continues
sur R?\ {(0,0)}. Donc f est de classe €2 sur R? \ {(0,0)}. D’autre part,

B of B of B 92 f B 92 f B
f0.1) =0, Z2(0,1) =0, 3—y(0,1)_2, 5201 =2, 672(0,1)_—2,

2f 2 f

87934( 1) = m(ovl) =0.

Donc f admet un développement limité a l'ordre 2 au voisinage du point a = (0,1) donné par :
1
FO+hi, 14 hy) = 0+ 0ha +2ha + 5 (2h1® 4 2 x Ohyha + (—2)ho?) + ||h][2e(h) = 2ha + h1® — ha” + [|B||*e(h),

pour tout h = (hq, he) au voisinage de (0,0), avec lim e(h) =0.
h—(0,0)

Déterminer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de a = (1,2) de la fonction f de I’exercice 58.

V Recherche d’extrema locaux
Dans cette partie, U est un ouvert de R?, a = (x¢, yo) un point de U et f: U — R une fonction de deux variables.

Définitions 7.76.
e On dit que f admet un minimum local en a si: 3r > 0, V(z,y) € B(a,r) U, f(z,y) > f(a).
e On dit que f admet un maximum local en a si: Ir > 0, V(z,y) € B(a,r)NU, f(z,y) < f(a).
e On dit que f admet un extremum local en a si f admet un minimum local en a ou un maximum local
en a.

On s’intéresse aux conditions d’existence d’un extremum local en a pour f.

V.1 Condition nécessaire du premier ordre
Définition 7.77. Lorsque f est de classe ¢! sur U, on appelle point critique de f tout point a = (x¢,y0) € U
tel que :

af af

= =0, == =0.

Oz (z0,%0) " By (z0,%0)

Remarque 7.78. On rappelle que I’équation du plan tangent a la surface représentative de f en un point (o, yo)

0 0
est : z = f(zo,y0) + a—f(xo, yo)(z — xo) + 6—f(x0, Y0)(y — yo). Ainsi, graphiquement, un point critique de f est
€T Y

un point (xg,yo) en lequel le plan tangent est horizontal, d’équation z = f(xg, yo).
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Théoréme 7.79 (Condition nécessaire du premier ordre)}

On suppose que f est de classe €' sur U. Si f admet un extremum local en a, alors a est un point
critique de f.

Remarque 7.80. Les extrema locaux d’une fonction sont donc & rechercher parmi ses points critiques.

Attention. La réciproque est fausse : un point critique n’est pas nécessairement un point en lequel la fonction
admet un extremum local. Voici un contre-exemple : la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 22 — y? + 1,
admet (0,0) comme unique point critique. Pourtant f n’admet pas en (0,0) d’extremum local. En effet,

F0,00=1 et VteR*,(f(t,O):t2+1>f(O,0) ot f(O,t):ft2+1<f(0,0)>.

V.2 Condition suffisante du second ordre

Dans cette partie, on suppose de plus que f est de classe €2 sur U et que a = (19,%o) est un point critique de

f. On pose :
9% f 0> f o*f
r = 78332 ((E(),yo)7 s = m(x(]uy())v t= 83/2 (x()ayo)'

Définition 7.81. Les notations ci-dessus sont appelées notations de Monge au point (zg, yo).

Remarque 7.82. Avec ces notations, la matrice hessienne de f en a s’écrit : (Hf)(a) = (z i) .

La fonction f étant de classe €2, elle admet un développement limité & I'ordre 2 en (¢, o) donné par :

0 0
f(xo + hi,90 + h2) =f(x0,y0) + i(xo,yo) h1 + aff(mo,yo) ha
~—— Y

ox
—_———
=0 =0
1 /2 9?2 H?
; 2(8;;(5007310) e+ QWgy(Io,yo) haha + a—y&xo,yo) h) (e, B2l Pe (B, o),
~ < —
=r =s =t

avec €(hy, ha) — 0 lorsque (h, ha) — (0,0). Ainsi, pour (x,y) au voisinage de (zg,¥o), on a :
1
f(z,y) — f(wo,90) = 3 (rha® + 2shiha + the?) + || (h1, ha)||*e(ha, ha),

ot (hi,he) = (x — xo,y — yo) est au voisinage de (0,0). La différence f(x,y) — f(zo,y0) est alors du signe de
'expression rhq? + 2shihe + tho?. Prenons (h1, ha) au voisinage strict de (0,0). Dans le cas ot hy # 0, on a :
rhy%+2shiho+thy?® = hy? (r (hl/h2)2 +2s(h1/h2) + t) = hy? (r22 + 252 + t) , ol on aposé z = hy/hy. L’étude
du signe de cette expression se raméne donc a I’étude du signe d’un polynome de degré 2. Son discriminant
est donné par : A = 452 — 4rt. L’¢tude du signe du discriminant A et du coefficient dominant » nous donne le
résultat ci-dessous (le raisonnement est similaire dans le cas ot ho = 0 et hy # 0).

—| Théoréme 7.83 (Condition suffisante du second ordre)}

Soient f: U — R une fonction de classe 42 et a € U un point critique de f. Avec les notations de
Monge :

(i) Sirt—s*>>0et quer >0, alors f admet un minimum local en a.
(ii) Sirt—s?>0et quer <0, alors f admet un maximum local en a.

(iii) Sirt —s% < 0, alors f n’admet pas d’extremum local en a, mais f — f(a) change de signe au
voisinage de a : a est un point selle (appelé aussi point col) pour f.

Remarque 7.84. Si rt—s? = 0, alors on ne peut pas conclure. Un développement limité de f & un ordre supérieur
(hors programme) peut permettre de conclure mais ¢a ne fonctionne pas toujours.
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Fonctions de deux variables

V.3 Meéthode pratique pour rechercher les extrema locaux éventuels d’une fonction
Dans cette partie, f désigne une fonction de deux variables qui est de classe € sur un ouvert U de R2.
d
\(V) Méthode (Recherche d’extrema).

1. Calcul des dérivées partielles premiéres.

2. Recherche des points critiques de la fonction f car on sait que les extrema de f sont atteints en des
points critiques. On résout donc le systéme :

%«c,y) ~0
8—§<m,y> 0

dont les solutions (x,y) sont les points critiques de f. Si f n’admet pas de point critique, alors f n’admet
pas d’extremum local et ’étude s’arréte la.

3. Calcul des dérivées partielles secondes (uniquement si f admet des points critiques).

4. Utilisation des notations de Monge. Pour chaque point critique (xg,yo) trouvé a 'étape 2, on introduit
les notations de Monge au point (zg, yp) en calculant les trois quantités :

o2 f o f o*f
r= W(mo,yo), s = W@y(l’o,yo), L= 8_y2(x0’y0)'

Puis on calcule 7t — s? et on vérifie si f admet en (zg,y0) un extremum local & l'aide de la condition
suffisante du second ordre du théoréme 7.83.

Exemple 7.85. Cherchons les points critiques éventuels de la fonction f : (z,y) — 22 + y? + 2% de I'exemple

7.57. Soit (z,y) € R2. Alors : %(z,y) = 2x + 322 et g—g(x,y) = 2y. Ainsi :

+ = _ 2

V 2 3z =0 24+3x)=0 — _

f(:E?y) (070) — {21: O:I: — {CE( Z‘) xr Oouzxz= —3
Yy =

On en déduit que f admet deux points critiques : (0,0) et (—2/3,0). Pour déterminer la nature de ces points
critiques, on calcule la matrice hessienne de f :

92 f o2 f
322 @) oy @ V) 246z 0

ayax(x,y) 8_y2(x7y)

e Etude du point critique (—2/3,0). On remarque
-2 0

que H¢(—2/3,0) = < 0 2)

de Monge en (—2/3,0) on a rt — s = —4 < 0.

Par conséquent, f n’admet pas d’extremum local
en (—2/3,0), mais (—2/3,0) est un point selle.

. Avec les notations

e Etude du point critique (0, 0). En ce point on ob-
2 0
0 2

tient Hf(0,0) = ( ) . Avec les notations de

Minimum local

Monge en (0,0) on a 7t —s?> =4 > 0 et r > 0. Point selle
La fonction f admet donc en (0,0) un minimum T
local.




Matrices d’applications linéaires en dimension finie

Objectifs d’apprentissage visés par ce chapitre

A la fin de ce chapitre (cours et TD), vous serez capable de :

déterminer la matrice d’'une application linéaire relativement & deux bases,

déterminer une application linéaire & partir de sa matrice relativement a deux bases,

utiliser le rang pour caractériser I'inversibilité d’une matrice,

démontrer qu’'une application linéaire est bijective en utilisant sa matrice relativement a deux bases et
déterminer sa bijection réciproque,

e déterminer la matrice de passage Py g d’une base % a une base %,

e appliquer la formule du changement de base pour déterminer la matrice d’une application linéaire dans
de nouvelles bases.

I Coordonnées d’un vecteur dans une base

Définition 8.1. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit Z = (ey,...,e,) une base de E. Tout
n
vecteur u de E s’écrit de maniére unique sous la forme : u = > A;e; avec (A1,...,A,) € K". Les \; de cette
i=1
A1
décomposition sont appelés coordonnées de u dans la base %. On écrit : ug = | :
An
Exemple 8.2. Soit © = (z1,...,2,) un vecteur de R™ et soit & = (eq,...,e,) la base canonique de R™. On
rappelle que pour tout ¢ € [1,n] : ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), ot le coefficient 1 est en i-éme position. Ainsi,
1
n
x =Y x€; et donc xg =
t
% T

Exemple 8.3. Soit 4 = (1, X, X2, X?) la base canonique de R3[X] et soit P = X + (X —1)3.
-1
4
-3
1

Alors P = X + X3 +3X2(-1) +3X(-1)2+ (-1)3 = -1 +4X — 3X?% + X3. Donc Py =

—| Proposition 8.4 I

Soient £ un espace vectoriel de dimension n € N* et % une base de E. L’application

E — M,(K)
u = Up

est un isomorphisme. En particulier, & chaque vecteur de F correspond un unique vecteur colonne
représentant ses coordonnées dans la base 4.

Il Matrice d’une application linéaire

Dans tout ce qui suit, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base & = (e, ...,ey)
et F' est un K-espace vectoriel de dimension finie p muni d’une base € = (e1,...,&,).

1.1 Définition et exemples

A
Soit u € E et soit f € Z(E, F). Notons ug = | : | les coordonnées du vecteur u dans la base # et cherchons
An

les coordonnées de f(u) dans la base € de F. On a: f(u) = f(Ae1 + ...+ Anen) = Arfler) + ...+ A flen).
Or, pour tout j € [1,n], f(e;) est un élément de F' et donc f(e;) s’exprime de maniére unique dans la base €.
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aij
. P
Ecrivons f(ej),, = | : | les coordonnées de f(e;) dans la base €. Alors f(e;) = aije1+...+apjep = > ai;e;.
i=1
Apj
Donc,
n n D p n
F) = "Nfles) =X (Z aijel> =D 1D ah | e
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Les coordonnées du vecteur f(u) dans la base ¢ sont donc données par :

n

POLTRY

jil @11 a12 ... Qin A1

Za?)\, a1 Q22 ... Q2p )\2

flu)y = j=1 T = . . . .

n - Gpl  Gp2 ... Gpp An

2. apjh;

j=1 A
Finalement, si on note A la matrice dont les colonnes sont les coordonnées dans la base € des f(e;), alors on a :

f(u)y = Aug.

Définition 8.5. Soit f € Z(FE,F). On appelle matrice de f relativement aux bases # et € et on note
Matz «(f) la matrice :

Mat g, (f) = (fler)g|f(e2)el - [ flen)e) -
Lorsque f € Z(E) et que # = €, on note Matg(f) = Matg, z(f).

—| Proposition 8.6 I

On a :
(i) Matg,¢(f) € Mpn(K),
(ii) Yu € E, f(u)%y = Mat,ggfg(f)u%,
(i) Vu e E, Vv € F, [v= f(u) & ve = Matg «(f)us|.

Remarque 8.7. Cette proposition indique que toute application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimen-
sions finies peut étre représentée par une matrice. De plus, calculer I'image d’un vecteur par une application
linéaire se résume alors a effectuer un produit matriciel.

Exemple 8.8. Soit % la base canonique de R™. Alors Mat g (Idgn) = I,,. En effet, si on note 8 = (e1,ea, -+ ,e,)
la base canonique de R", alors

110 0

0|1]...10
Mat@(Ian) = (Ian (el)@Han (62)33| . |Id]Rn (en)gg) = (61@|€2’@| e |6n@) = . : . . = In

0]0]...]1

Exemple 8.9. Soient 8 = (1, X, X2, X3) et € = (1, X, X?) les bases canoniques de R3[X] et de Ry[X] respec-

tivement. Soit aussi :
() : Rg [X ] — RQ [X ]
P — P

Pour déterminer la matrice de ¢ relativement aux bases Z et %, il suffit d’exprimer les images par ¢ des vecteurs
de % dans la base €. Or ¢(1) = 0= 0.1+ 0.X + 0.X?. De méme, on obtient :

P(X)=114+0X+0.X% ¢(X?)=2X=01+2X+0X% et ¢(X*)=3X>=01+0.X+3X%

Ainsi :

—~

D e(X) o

1
0
0

2

Matgg,cg(ga) = (

o O O
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Exemple 8.10. Soit P = 3X? — 2X + 1 et soit f I’endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base
canonique Z de Ry[X] est :

3 10

Matz(f)= | -3 0 1

1 00
3 1 0 1 1
Calculons f(P). On sait que : f(P), = Matgz(f)Pg= (-3 0 1 -21=10
1 0 0 3 1

Donc f(P) =1+0X +1X2 =1+ X2

Soit 8 = (1, X, X?) la base canonique de Ro[X] et soit € = (e1,£2) la base de R? définie par :
e1=1(0,1) et ey =(1,0).

On considére application ¢ : Ro[X] — R?
P = (P(0),P(0)).

1. Calculer ©(1), p(X) et p(X?) puis les exprimer dans la base €.
2. En déduire la matrice de ¢ relativement aux bases Z et € (on pourra relire ’exemple 8.9).

1.2 Lien entre Z(E, F) et M, ,(K)
—| Proposition 8.11 I

SifeZ(E,F),quege Z(E,F)etque) €K, alors: Matg «(Af+9g) = \Matgz «(f)+Matz % (g).

—| Corollaire 8.12 |

L’application : Z(E,F) —  M,,(K) est un isomorphisme.
f —  Matg«(f)

Remarque 8.13. Ce corollaire implique en particulier que :
. Matggfg(f) =0pn <= f=0gF.
e Matg(f) =1, < f =1dg.

—| Proposition 8.14 I

Soit G un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une base 2.
Sife Z(E,F)etquege Z(F G), alors : Matg o(g o f) = Maty o(g9)Matgz .« (f).

—| Corollaire 8.15 |

Soient f € Z(E,F) et A= Matg«(f). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f est un isomorphisme (i.e. f est bijective).
(if) A est inversible.

Dans ce cas, on a alors : )
Matg,5(f ") = (Matz ¢ (f))”

Soient % et € les bases canoniques de Ry[X] et R? respectivement. Soit encore :

for RyfX] — R3
P = (P0),P(1),P(2).




Matrices d’applications linéaires en dimension finie

1. Déterminer Matg «(f).
2. En déduire que f est un isomorphisme et déterminer Mate & (f~!).

3. Prouver qu’il existe un unique polynéme P € Ry[X] tel que P(0) =1, P(1) = 0 et P(2) = 2 et le déterminer.

Il Changement de base

I1I.1 Matrice de passage

Définition 8.16. Soient Z = (e1,...,e,) et B = (€], ..., e)) deux bases d’un K-espace vectoriel E. On appelle

matrice de passage de la base # a la base %', que 'on note Pg g/, la matrice dont les colonnes sont les

coordonnées des vecteurs (ef, ..., e ) de #' dans la base 4, i.e. Py o = Matg z(ldg).

Remarque 8.17. Py o € M, (K).
Exemple 8.18. On considére les bases # = ((1,0),(0,1)) et %' = ((0,-1),(2,1)) de R%

—— ——~ —— ——~
er €2 e el
el e

La matrice de passage de B a B’ est Py g = ( 01 ?) “l On lit cette matrice par colonnes. La premiére
_ e

colonne signifie que e] = 0ey — leg, et la deuxiéme que e, = 2e1 + les.

Proposition 8.19 |

La matrice de passage Pz g de B & %' est inversible et ngi@, = Pz 5.

I11.2 Effet d’'un changement de base
111.2.1 Sur les colonnes d’un vecteur

—| Proposition 8.20 I

Soient & et B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de & a #’'. Alors, pour tout vecteur
ude F :
Up = PUgg/.

111.2.2  Sur la matrice d’'un endomorphisme

—| Théoréme 8.21 (Formule de changement de base) I

Soient Z et B’ deux bases de E et soit f € Z(F). Alors :
Matg (f) = P~'Matg(f)P,

ol P est la matrice de passage de & a Z'.

Considérons I'application linéaire f : R3 — R3 )

(x,y,2) — (—3z—4y —22,8x + 9y + 4z, —4dz — 4y — 2)
Soit € = (e1,€2,¢3) la base de R? définie par : 1 = (—1,0,2), &3 =(-2,1,2) et e3=(-1,2,-1).
Déterminer la matrice de f dans la base € et interpréter f géométriquement.
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IV  Rang d’une matrice
IV.1 Définition et propriétés
Définition 8.22. Soit A € M, ,(K). On appelle rang de A et on note rg(A) le rang de I’application :

Mn,l (K) — Mp,l (K)
X — AX.

— Proposition 8.23 |

Soit A € M, ,,(K).

(i) Le rang de A est le rang de la famille formée par ses vecteurs colonnes.
(ii) rg(A) < min(p,n).
(iii) rg(4A) =0 A=0p 5.

)

(iv) Simn = p, alors A est inversible ssi rg(A) = n.

IV.2 Calcul du rang
—| Théoreme 8.24 |

Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est le nombre de colonnes non nulles.

—| Théoreéme 8.25 |

Le rang d’une matrice est inchangé si on effectue une des opérations suivantes sur ses colonnes :
i) permutation de deux colonnes C; et C; (C; < C;)
i) multiplication d’une colonne C; par a # 0 (C; < aC;)

ili) addition & une colonne C; d’un multiple aC; d’une autre colonne C; (C; - C; + aC}).

Remarque 8.26. Pour déterminer le rang d’une matrice, on peut donc utiliser la méthode du pivot de Gauss
sur ses colonnes. Une fois la matrice échelonnée, il n’y a plus qu’a compter le nombre de colonnes non nulles.

1 2 -1 5
Exemple 8.27. Déterminons le rang de la matrice A= (2 5 -3 12
11 0 3
1 0 0 O 1 0 00 1 0
rg(A)=rgl2 1 -1 2 |=rg|2 1 0 O0)=rg|2 1 |=2
1 -1 1 =2 1 -1 0 0 1 -1
Cy+ Cy — 20" Cs <+ C3+ (s
C3+ C3+C4 Cy + Cy — 20y

04 — 04 *501

—| Proposition 8.28 I

Soient f € Z(E,F), % une base de E et € une base de F.

rg(f) = rg Matz % (f)) -

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du corollaire 6.22.




	Fonctions trigonométriques réciproques
	La fonction arc sinus
	La fonction arccos
	La fonction arc tangente

	Systèmes linéaires et matrices
	Systèmes linéaires
	Reconnaître un système linéaire
	Systèmes linéaires échelonnés
	Le pivot de Gauss

	Matrices rectangulaires
	L'ensemble Mnp(K)
	Opérations sur les matrices
	Transposée d'une matrice
	Écriture matricielle d'un système linéaire

	Matrices carrées
	Quelques matrices remarquables
	Puissances d'une matrice
	Matrices inversibles


	Intégration sur un segment
	Sommes de Riemann
	Intégrale d'une fonction continue sur un segment
	Intégrale d'une fonction continue par morceaux

	Propriétés de l'intégrale
	Primitives
	Ensemble des primitives d'une fonction
	Intégrale fonction de sa borne supérieure
	Primitives des fonctions usuelles

	Méthodes pratiques
	Calcul d'intégrales
	Dérivée d'une fonction définie par une intégrale

	Application au calcul de limites de certaines suites
	Formule de Taylor avec reste intégral

	Espaces vectoriels
	Structure d'espace vectoriel
	Règles de calcul dans un espace vectoriel
	Exemples fondamentaux d'espaces vectoriels
	Sous-espaces vectoriels

	Familles libres, familles génératrices
	Combinaisons linéaires
	Familles génératrices
	Famille libre
	Bases d'un espace vectoriel

	Somme de deux sous-espaces vectoriels
	Notion de somme de deux sous-espace vectoriels
	Somme directe de sous-espaces vectoriels
	Sous-espaces vectoriels supplémentaires

	Espaces vectoriels de dimension finie
	Existence de bases
	Dimension d'un espace vectoriel
	Caractérisation des bases
	Sous-espaces vectoriels en dimension finie
	Rang d'une famille finie de vecteurs


	Développements limités
	Notion de développement limité
	Définition
	Unicité d'un développement limité
	Condition suffisante d'existence d'un développement limité
	Développements limités usuels obtenus par la formule de Taylor-Young

	Opérations sur les développements limités
	Développement limité d'une somme et d'un produit
	Intégration terme à terme d'un développement limité
	Développement limité d'une fonction composée
	Développement limité au voisinage de a≠0

	Application des développements limités
	Calcul de limites
	Étude locale d'une fonction au voisinage d'un point
	Recherche d'asymptotes obliques au voisinage de l'infini


	Applications linéaires
	Généralités sur les applications linéaires
	Définitions et premières propriétés
	Opérations sur les applications linéaires
	Cas de la dimension finie
	Rappels sur les applications injectives, surjectives et bijectives

	Image et noyau d'une application linéaire
	Image d'une application linéaire
	Image réciproque d'un ensemble par une application
	Noyau d'une application linéaire

	Isomorphismes
	Rang d'une application linéaire et théorème du rang
	Rang d'une application linéaire
	Théorème du rang
	Application à la caractérisation des isomorphismes


	Fonctions de deux variables
	Généralités
	Définitions
	Représentation graphique
	Exemples classiques

	Limite et continuité
	Topologie sur R2
	Limite en un point d'une fonction de deux variables
	Continuité
	Méthodes pour étudier la limite ou la continuité d'une fonction en un point

	Dérivées partielles d'ordre 1
	Dérivabilité des applications partielles
	Vecteur gradient
	Plan tangent
	Dérivée d'une fonction composée
	Développement limité à l'ordre 1

	Dérivées partielles d'ordre 2
	Définition
	Développement limité à l'ordre 2

	Recherche d'extrema locaux
	Condition nécessaire du premier ordre
	Condition suffisante du second ordre
	Méthode pratique pour rechercher les extrema locaux éventuels d'une fonction


	Matrices d'applications linéaires en dimension finie
	Coordonnées d'un vecteur dans une base
	Matrice d'une application linéaire
	Définition et exemples
	Lien entre L(E,F) et M(K)

	Changement de base
	Matrice de passage
	Effet d'un changement de base

	Rang d'une matrice
	Définition et propriétés
	Calcul du rang



