Le 27/06,/2024 CORRIGE durée : 2 heures

NOM : Prénom : Groupe :

Utbm Examen final
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=

Wl oitereombeira o' MT2A-MT2B-MT2D

La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part
mmportante dans [’appréciation des copies. L utilisation de toute calculatrice, de tout
matériel électronique et de tout formulaire est interdite.

Chaque étudiant rendra 3 copies (une copie pour ’exercice 2, une copie
pour la partie A de ’exercice 3 et une copie pour la partie B de ’exercice
3) ainsi que la premiére feuille du sujet pour l’exercice 1.

‘Exercice 1 : QCM} ( 5 points )

Pour chacune des 5 questions suivantes, cocher la seule réponse exacte sans justification. Chaque 1é-
ponse juste rapporte 1 point. Chaque réponse fausse ne rapporte aucun point et n’en enléve aucun.

1. On considére une fonction f, définie sur R et admettant pour développement limité a
I'ordre 3 en O :
3

1
f(r) == —bx+ -2+ 2%(x) ou lim e(z)=0.
2 7 z—0

On note 6} la courbe représentative de f et 1" la tangente a ¢ au point A d’abscisse 0.

gAu voisinage & gauche de A, la courbe € est située en dessous de T'.
O Au voisinage de A, la courbe 6 est située en dessous de T'.

O Au voisinage a droite de A, la courbe € est située en dessous de T'.
O Au voisinage de A, la courbe & est située au-dessus de T'.

[J On ne peut pas répondre sans information supplémentaire.

2. Le développement limité & l'ordre 3 au voisinage zéro de la fonction f : x — 5
x p—

donné par f(z) = ...

1z 22 2
S YRt —
12 173 16—1—:15&(:15) ol xlir(l)é‘(x) 0
O-—2—2—2°+2%(x) ou lime(z)=0
2 ) 5 z—0
1 = =z x
O-—-42_ 2 4% 443 i -
2—|—4 8+16+x5(f£) ol mlir(l]f(.%) 0
O —2x 4222 — 2® + 2%(z) ou lin(l] e(x) =0
T—
O-14+(0-2)—(1-2)+1 -2+ (1 —-2)%() ou lime(r)=0

z—0
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3. Parmi les ensembles suivants lequel est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel
F(R,R) des fonctions de R dans R?

O {feFR,R) | VzeR, [f(z)] =0} ou [t] désigne la partie entiere du réel ¢

[0 Iensemble des fonctions f dérivables sur R vérifiant : Vo € R, f'(z) =x

x I’ensemble des fonctions dérivables sur R qui sont solutions de I’équation différentielle :
y' =3y

[0 'ensemble des fonctions monotones sur R

[J I'ensemble des fonctions croissantes sur R

4. Parmi les familles ci-dessous, laquelle est une base de Ry[X]?
O (1+X, X+X?
X (O+X+X%, 1+X%, X?)
O@2+X, -X?, 2+ X +2X?)
O(1+X,3X—-X",5X, X*—2)
O (1+X+X?)

5. Parmi ces matrices, laquelle est celle d'un isomorphisme de Ry[X] relativement a la base
canonique ?

7 (1 3) o0 1)

1 21
D(012) 12 0
1 2 2 X?g_ol
Ofo 10
000
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Exercice 2

1. (a) On a:

0 ([ rar)x = [2] x o
L(X?) = </11t2dt>X: ELX: §X

L(X?) = (/llt?’dt)X: ELX:O

(b) Soit (\, P,Q) € R x E x E, alors :

LOP+Q) = (/1 (/\P+Q)(t)dt)X

1

_ (/1 (AP(1) + Q(1)) dt) X

1

_ (A/llp(t)dt+/llcg(t)dt)x
:A(/llP(t)dt)X+ (/1Q(t)dt)X

= AL(P) + L(Q)

Ainsi, L est bien une application linéaire.
(¢) Soit P € E. On remarque que :

PeKer(L) < L(P)=0 < lP(t) dt = 0.

-1

Ainsi, I’ensemble F' de I’énoncé correspond au noyau de L qui est un sous-espace vectoriel
de F d’apres le cours.

2. La matrice A de f relativement aux bases Z et € est donnée par :
f) f(X) F(X?) f(X)

0 1 0 0 1

A =( 2 0 8/3 0 ) X

0 0 0 3 X?

3. (a) On échelonne la matrice A :

01 0 0 3
00 0 3

On déduit de la forme échelonnée que A (et donc f) est de rang 3. Ainsi,
dim (Im(f)) = rg(f) = 3 = dim (Ry[X]).

D’autre part, Im(f) est un sous-espace vectoriel de Ro[X] car f € Z (Ry[X]). Par
conséquent, Im(f) = Ry[X]. Donc f est surjective.
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(b)

D’apres le théoréme du rang :
dim (E) = rg(f) + dim (Ker(f)) .

Ainsi, Ker(f) est de dimension 1.

On remarque que deux colonnes sont proportionnelles dans la matrice A. Ainsi :

3

f(1) = ;lf(Xz)

Par linéarité de f, on en déduit que :

f (1—2)(2) =0.

3
Autrement dit, 1 — ZLX % est un élément du noyau de f. Or, le noyau étant de dimension
3
1, cela implique que la famille & = <1 — ZX 2) est une base du noyau de f.

On sait que les polynémes P de F satisfont :

/1 P(t)dt = 0.

1

Ainsi, pour tout P € F' :

p(P)=P+ (/_l P(t)dt)X:P’

1

Comme ¢ est une application linéaire de Ry[X] dans lui-méme, pour démontrer qu’elle
est injective il suffit de démontrer que son noyau est réduit au polyndéme nul.

Soit P € Ker(p). Alors ¢(P) = Og,x]. Autrement dit, P’ = 0 d’aprés la question

précédente. Donc P est un polyndéme constant : il existe un réel C tel que P = C.
1

D’autre part, on sait que P € F' i.e. / P(t)dt = 0. Or,

-1

/1 P(t)dt:/lCdt:C(l—(—l)):2C.

1 1

On en déduit que C' = 0. Autrement dit, P = Og,[x].
Par conséquent,
Ker(go) = {0[@2[)(}}.

Donc ¢ est injective.
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Exercice 3
Partie A

Dans tout 'exercice, la lettre n désigne un entier naturel.

1 1
On pose a, = / t"e tdt et en particulier ay = / e tdt.
0 0

1. (a) Soit n € N.

0
< e par croissance de la fonction exp sur R
1

Sachant que t" > 0 pour ¢ € [0, 1], on en déduit :

Vte[0,1], 0 <t"e " <t

(b) Soit n € N. En intégrant sur [0,1] 'encadrement de la question précédente, on

obtient :
1 1 1
/Odtg/ t"e—tdtg/ " dt
0 0 0

1
0<an</ t" dt
0

1.e.

1 n+1 71 1
ol / t"dt = = . Ainsi,
0 n+1], n+l

vneN, 0<a, <

1
n+1

Sachant que lim = 0, on déduit du théoréme des gendarmes que la suite

n—-+oo 1 +
(an), ey converge vers 0|

2. Soit n € N. Pour tout ¢ dans [0, 1], on a t""! < ¢". Donc : Vt € [0,1], "t e <t"e "
En intégrant cette inégalité sur [0, 1], on obtient :

1 1
/ "o tdt < / t" et dt.
0 0

Vn eN, a,,1 < a,.

Do,

Donc |la suite (ay,)nen est décroissante |.

1
3. (a) ap = / e tdt = [—e_t}é =—e'+1= .
0

UTBM Page 5/8



Le 27/06,/2024 CORRIGE durée : 2 heures

(b) Soit n € N. On remarque que a, 1 peut s’écrire :

st = / o/ (£) u(t) dt,

oil u et v sont les fonctions de classe C* sur [0, 1] telles que :

vt € [0, 1], {“(t):_et ot {Z,/(t):et

v(t) = t" (t) = (n+ 1)t".
Donc en intégrant par parties, on obtient :
1
—[u() u(ol} [ u(t)v (o)
0
1
— [(—ety ]l - /0 (—e™) (n+ 1) dt
1
= e 4+0- / (—e ") (n+ 1)t dt
0

1
=—e '+ (n+ 1)/ t"e "t dt
0

=—e '+ (n+1)a,|

¢) On en déduit que (n+1)a, = a,41 + e ' et donc que :
+

1

n——f—l (an+1 + e_l) .

Ay =

(d) D’apres la question 1(b), on sait que (ay,), oy converge vers 0. Donc lim a,41 = 0.
n—r—+oo

Par conséquent lim (an+1 + e_l) = e ! Et puisque e™' # 0, on en déduit :
n—+o0o

(an+1 + e_l) n—;\—;-oo e L.

D’apreés la question précédente,

1 . 1, e!
—n+1(an+1—|—e )n—>+oon—|—1e notoo m |

e—l

. , L. . an
Notons qu’on aurait pu démontrer que a,, ~ —— en vérifiant que lim — = 1.
n—+oo N n—+oo &

En effet, pour tout entier n non nul, on a :

an n n 1 1 n Ant1 1 Ant1
= . a (a+1+e ) ( + 1+% ] +

e -1 e ln+1 n+1\el
n
. : s . Gn . e !
avec lim r=1et lim a,; =0.Dou lim —=1 ie a, ~ —.
n——+oo | + = n—-+oo n—+oo & — n—+oo N
n n
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Partie B

1
Soit la fonction f : R* — R définie par : V (z,y) € R?, f(z,y) = / (P + ot +y)etdt
0

1. (a) Soient a, B et v trois nombres réels.

(a+ B8+ =la+ B+ =a’+2a(B+7)+ (B+17)°
=a*+2aB+2ay+ 8 +28y+9"

Donc

(a+B+7)°=a*+B8+7v" +2aB+2ay+287|

(b) Soient x et y deux réels.

1
flz,y) = / (P +at+y)?etdt
0
1
= / () + (@t +y* +2xt+ 2%y +2aty) e "dt
0
1
= / (t4 + 2Py 4 2t 4 2yt + 2myt) e tdt
0
1
= / (t4eft + a2ttt et 4 2 tPe T £ 2y tPe ! 4+ 2ay te’t)dt
0
Donc, par linéarité de l'intégrale :
1 1 1 1 1
flz,y) = / tte™tdt + 2* / tre "t dt +9° / e tdt + 2:1:/ te tdt + Qy/ t2etdt
0 0 0 0 0

1
+ 2zy / te tdt
0

= a4—|—x2a2—|—y2a0+2xa3+2ya2+2xya1

= a2x2+a0y2+2a1xy+2a3x+2a2y+a4

2. En tant que fonction polynomiale, f est de classe C' sur Pouvert R2.
0
a—i(m,y) = 207+ 2a1y + 2as

Y (z,y) € R?,

8—y(l’,y) = 2aoy+2a1$+2a2

Les éventuels points critiques de f sont les couples solutions du systéme (on utilisera le

fait que ag # 0 et que agag — a3 # 0) :

(z,y) =0 2a5 ¢ + 2a1y + 2 a3 = 0 axx +ary = —ag
2,y) =0 2a0Yy +2a1x +2as =0 ‘a1x+a0y:—a2‘aveca07é0

=

of
oF
dy
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2 2
Lic—apLi-ai Ly | Qo2 ® —a1® = —aoG3+ 4102 (apay — aj)xr = ajay — agas
a1 T+ agy = —as agy = —ao — a1 T
a1G2 — Apas a1G2 — apag
apay — ay gy — ay
<~ e
car agaz—a2£0 _ aja — apas _ —apa3 + ajas — aias + apaias
QY = —Q2 — a1 | ———5— Gy = 3
oGz — ag apGz — ay
a1a9 — Qgas
a1G2 — apag a1G2 — Apag T=——
rT=—"""3" rT=—"3" Qo — a7y
Aplo — ay apQy — ay
<~ 2 <~ 2 <~
_ —apa; + apaias _ap(a1a3 — G3)  car agr0 9
agy = 5 Gy =——"3 @143 — Gy
apao — ay apao — ay Yy= —7—"73

Aol — ay

On conclut que f admet un unique point critique :

; <a1a2 — apas  ai1a3 — a%)

a 42 0 )
02 ai agao ai

3. Nous allons utiliser la condition suffisante du second ordre pour déterminer I'extremum
de f.
e Calcul des dérivées partielles secondes.
La fonction f étant polynomiale, elle est de classe C* sur I'ouvert R?.

( %(m,y) = 2ap
VY (z,) € R?, a?jafx(x,y) = 2a;
giy];(x,y) = 2ap
e Utilisation des notations de Monge au point b :
r:%(l)):%g , Ss= Gii“];x(b) =2a; tz%(b)zan

La matrice hessienne de f en best : H(f), = (Z j) = <§Z2 ;Zl).
1 2ao

Son déterminant est rt — s* = 4(apay — a?).

Or on a admis précédemment que agas — a3 > 0 et que ay > 0.
Donc 7t — 5% > 0 avec r > 0.

Ainsi f admet un minimum local en b.

Remarque : on pourrait démontrer que ce minimum est absolu. Mais les calculs seraient
longs et techniques avec la méthode proposée par ’exercice.
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