Le 24/06/2025 durée : 2 heures

Corrigé de 'examen final de MT2A-MT2B-MT2D

Exercice 1

E=Ry[X]etVPEE, p(P)=aP+(X+1)P

1. Soit P € E.
O Premiére méthode : il existe (a,b,c) € R® tel que P = aX? +bX + ¢
Alors p(P)=aP+ (X +1)P' = a(aX?+bX +¢) + (X +1)(2aX + )
=2a+aa)X?+ (2a+b+ab)X + (b+ac) est de degré au plus 2.
Donc [¢(P) € E|.

[0 Deuxiéme méthode : on utilise les propriétés du degré des polynomes.
Si P est constant alors ¢(P) = a P est constant donc appartient a E.
Supposons P non constant. Alors 1 < deg(P) < 2.

De pius deglaP) = { 57 2070

et deg((X + 1)P') = deg(X + 1) + deg(P') = 1 + (deg(P) — 1) = deg(P).

Donc deg (P + (X 4 1)P') < max {deg(a P), deg((X + 1)P')} < deg(P).
Ainsi : deg(p(P)) < 2 ie. |p(P)eE|

2. Soient T et R deux polynomes appartenant & £. Soit A un nombre réel.

eN-T+R) = aA-TH+R)+(X+1)(N-T+R)
= (aAN)-THa-R+(X+1)N-T'+ R
= MaT)+aR+ XX +1)T'+ (X +1)R
= MaT+(X+1T")+ (e R+ (X +1)R)
= A1)+ ¢(R)

Donc ‘cp est une application linéaire ‘

3. (a) O Premiére méthode : montrons que la famille ¢ = (1, X +1, (X +1)?) est libre.

Soient a, b et ¢ trois réels tels que al+b(X +1) +c(X +1)>=0
Alors a+bX +b+c(X?+2X+1) =0 don (a+b+c)+(b+20)X +cX?* =0

a+b+c = 0 a=—-b—c=0
Donc par identification des coefficients b+2c = 0 doug b=-2c=0
c =0 c=10

Donc la famille € est libre. De plus elle comporte 3 vecteurs et dim(E) = 3.
Ainsi | € est une base de E|.

O Deuxiéme méthode : calculons le rang de la famille ¢’ = (1, X + 1, (X +1)?).
Sachant que (X +1)? = X?4+2X +1=1X"+2 X" 4+ 1 X? nous avons :

11
rg(l, X +1, (X +1)%) =rg | 0 2 | =3
0 0

Orrg(l, X +1, (X 41)%) =dim (Vect(1, X + 1, (X +1)%)).
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(b)

Donc Vect(l, X+1, (X + 1)2) est un sous-espace vectoriel de E, de méme
dimension que E. Ainsi £ = Vect(l7 X+1, (X + 1)2) et ¢ est une famille
génératrice de E, comportant 3 vecteurs avec dim(E) = 3.

Finalement | % est une base de E|.

Calculons les images par ¢ des vecteurs de la base €.

() =al+(X+1D)0=al ; oX+)=aX+1)+(X+1)=(a+1)(X+1)
et enfin p((X +1)%) =a (X +1)*+2(X +1) = (a + 2)(X + 1)?

a 0 0
D’ou : D =Matg(p)=|{0 a+1 0 = diag(a, 0 + 1, + 2).
0 0 a+2

Calculons les images par ¢ des vecteurs de la base A.
On a déja vu que (1) = a. De plus p(X) =a X + (X +1) =1+ (a+1)X et enfin
p(X?) =aX?+2X(X +1) =2X + (a +2)X>.

Q 1 0
Dot : A=Matg(p)=|{0 a+1 2
0 0 a+2

Soit () la matrice de passage de la base £ a la base . .
La j—eéme colonne de ) est la matrice colonne des coordonnées du polynoéme (X +1)7
dans la base (1, X, X?).

On obtient donc : Q=

oo
o~ -

1
2
1

on

D’aprés la formule de changement de bases pour un endomorphisme :

Q' AQ =Maty(p) =D\

5. Dans cette derniére question uniquement, on suppose que o« = —2.
-2 0 0

(a) Nous avons d’aprés la question 3b, Maty(¢) = | 0 —1 0] qui est une matrice
0 0 0

de rang 2. Donc |rg(¢) = 2|

De plus Im(p) = Vect(gp(l) L, o(X+ 1), (X + 1)2)) = Vect( -2, —(X+1), (D))
= Vect(l, X+ 1).

Donc |le couple (1, X + 1) est une base de I'image de ¢ |.

D’aprés le théoréme du rang, dim F = dim(Kerp) + rg(y)

d'ot dim(Kerp) =dimFE —rg(p) =3—-2=1

Une base du noyau de ¢ est donc constituée d'un vecteur non nul appartement au
noyau de ¢. Or p((X +1)*) =0 .
Donc | ((X +1)?) une base de Kerp|.

Nous avons d’une part dim(Ker ¢) 4+ dim(Im ¢) = dim E. D’autre part
Im(p) + Ker(p) = Vect(1, X +1) + Vect ((X +1)?) = Vect(1, X +1, (X +1)*) = E

Donc | E = Im(p) @ Ker(p) | ce qui revient & dire que les sous-espaces Im(p) et

Ker(p) sont supplémentaires dans F.
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Exercice 2

Soit f la fonction de classe C* sur U = R%. x R’ définie par :

1 1
V(z,y) €U, f(z,y):($+y)<;+§)-
1. Soit (z,y) € U.
af 1 1 1 1y 1y
|:| —_— g —_ —_ _—— = — —_—— - Y— = - = —
8m<x’y) (x+y)+($+y)( 2) :c+y r 2?2 |y 2P
of 1 =z
|2 — - _
8y(x,*y) Py
(0 1
W (a.)=0 LYo
« (x,y) est un point critique de f» <= of = g{ .
95 —0 -0
\ay(x7y) T y2
1 Y
-== 2 _ 2
o R VR
== y =z
Lz y?
= r=y ou r=—y
< zrz=y (car >0 et y>0)

= (z,y) = (1,9).

Les points critiques de f sont donc les points de la forme (a,a) avec a > 0.

2. (a) Soit (z,y) € U.

9% f

da

g

(z,y) | = —y(—2)z~?

0 f
0xdy

4

0% f

(z,y) = Dy

(z,y) =

5

]
0y?

(x

2x

y3

Y) =

(b) Soit a > 0. Introduisons les notations de Monge au point critique (a,a) :

Alors :

Donc

O f O f o2 f
r:—axQ(a,a), S:8x8y<a’a) et t:—8y2(a,a).
2 2 11 2 2
TTE T T e e YT

2\? 2\ 2
2 _
i-s=(5) - () =0

Puisque , on ne peut rien déduire quant & la nature du point critique

(a,a).
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3. (a)

(b)

Par définition de f, on a :

Vz,y) €U, flz.y)=(z+y) (%*fy) o)

Soit (z,y) € U.

(x+y)? —doy =2+ 20y +y* —day =2 — 20y +9° = (x — y)* = 0.

Donc | (z +y)? > 4ay|.

Soit a > 0 et soit (z,y) € U.

2 4 2
D’aprés la question 3(a), on a : f(a,a) = (@ta) = ig =4
aa a
De méme,
T+ 1y)?
fla,y) = rtu)
Ty

oit (z + y)? = 4ay d’aprés 4(b) avec xy > 0 puisque = > 0 et y > 0. Donc :

f(z,y) > 4.

Par conséquent,
V(z,y) €U, flz,y) = fla,a).

Ainsi, f admet un minimum global en (a, a).

Donc‘ f admet un minimum global sur U qui vaut 4 et qui est atteint en chacun des

points critiques (a,a) avec a > 0 |.

Pour tout n € N*, on a :

f<l,l):4 d’apres 3(c)
AN R N G

Donec :

11 1 2 9

lim f (—,—) = et lim f <—,—) =—|

n——+o0o n n n—-+0o00 n n 2
2

11 12 1
Puisque hrf f ( ) # lim f (—, —) et que lim — = lim — = 0, la fonc-
n—-+0o0

n'n n—-+00 n n n—+oo N n—+oo N

tion | f n’admet pas de limite en (0,0) |

En effet, si f admettait une limite, notée ¢, en (0,0), alors on aurait, pour toutes
suites (x,), et (y,), qui convergent vers 0, lirf f (xn,yn) = ¢, et donc en particulier
n—-+00

9 9
4="cet 3= (; ce qui est impossible puisque 4 # 5
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Exercice 3

1. On a

f(0)=/13 cos(0%) dt:/lgldt:m(s)_lna): ()|

car la fonction cosinus est décroissante sur [0, 7).
Donc : Vt € [1,3], cos(3z) < cos(tx)

N
(@)
2

(b) D’apreés ce qui précéde, pour x € ]0, g} ,

3 3 3
/ cos(3x) &t </ cos(tx) A&t </ cos(z) ar,
1 t 1 t 1t

31

cos(3x) /3 % dt < f(x) < cos(:c)/ n dt.

1.e.

Ainsi :

cos(3x) In(3) < f(z) < cos(z)In(3) |

(c) Puisque liH(l) cos(x) =1,ona:
z—

lim cos(3z) In(3) = lim cos(x) In(3) = In(3).

z—0 x—0

D’aprés le théoréme des gendarmes et I’encadrement précédent, on en déduit que :

lim f(z) = In(3).
En utilisant la question 1, on obtient : hn% f(x) = f(0).
r—r

Ainsi, ‘f est continue en 0|

3. Posons u = xt ot la fonction ¢ + wt est de classe € sur [1, 3].
1 Bornes :
=1 — u==x
t=3 — u=3x
[0 Elément différentiel :
u=uot = du=zadt

(] Intégrande :
cos(wt)  cos(u)  wcos(u)

t “ u
Alinsi,
f(z) = / * weos(u) du _ / eos(u) 4 |
. u x - u
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cosu
4. Soit GG une primitive de la fonction de la fonction g : u — sur |0, +oo[. On sait que :

Vo €10, +o0[, f(z)= / xG'(u) du = G(3x) — G(x).

Ainsi, par composition, f est dérivable sur |0, +o00| et

Vz €]0,400[, f'(z)=3G"(3z)— G'(x)

= 39(3z) — g(x)
" cos(3z)  cos(z)

3z T

cos(3z) — cosx

T
5. (a) Soit z au voisinage de 0. Alors :
z? 2t 2zt
=1 b =1 b
cos(z) 5 + m + 2°e(x) 5 + o1 + 2°e(x),
ot € tend vers 0 en 0.
(b) Au voisinage de 0, on a :
3z)* 3z)* 9 81
O cos(3z) =1— ( g) + % + 2% (x) =1~ §x2 + ﬂx‘l + %1 ()
Ll D'ou :
/ (1— 922 + Sat + 2% (z)) — (1 +o sy x"’a(az))
fw)= .

—4a? 4+ Lt + 2%, (2)

T

10
= —4x + Ex?’ + ztes(z) |,

ol €1 et €9 sont des fonctions qui ont pour limite 0 en 0.

(c) En primitivant le développement limité de f" a Pordre 4 en 0 on obtient celui de f
a 'ordre 5 en 0. Ainsi, au voisinage de 0,

.132 1'4
F@)] = £(0) ~ 4% + 5 5+ Pelo)

5
=In(3) — 227 + 61’4 + 2°e3(z) |,

ot limes(z) = 0.
z—0
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