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MATHEMATIQUES - MT12

utbl I I TRONC COMMUN
l" Belfort Montbetiard FINAL - PRINTEMPS 2013

DUREE DE L'EPREUVE : 2 HEURES

L’utilisation de la calculatrice est interdite. Les téléphones doivent étre
éteints et rangés dans vos sacs. Une feuille de notes manuscrite, format
A4 recto-verso, est autorisée.

Les parties 1 et 2 sont a rédiger sur des copies différentes.

Le baréme, donné a titre indicatif, est susceptible de modification.

Partie 1

Exercice 1 (10 Points)

1. Montrer que, si M désigne une matrice diagonalisable de M3 (R), alors la matrice M? est
aussi diagonalisable.
On se propose dans la suite de montrer que la réciproque de cette assertion est fausse.
Pour ce faire, on considére I'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canon-

0 2 -1
ique de R¥est A= (|2 —5 4
3 -8 6

On note I la matrice identité de Mj (R), Id désigne 'endomorphisme identité de R®.
2. (a) Calculer P4(X), le polynome caractéristique de A. En déduire la valeur propre réelle
de 'endomorphisme f.
(b) En déduire que A n’est pas diagonalisable sur R.
(¢) Donner un vecteur non nul de ker(f — Id), que I’on notera u. Préciser la dimension
de Pespace propre ker(f —Id).
3. (a) Calculer A%

(b) Reésoudre I'équation A2X = —X, d’inconnue la matrice-colonne X de M3, (R). En
déduire une base (v, w) de ker(f? +1d) (ou f? désigne 'endomorphisme f o f).

(¢c) Montrer que la famille (u,v,w) est une base de R”.

(d) Ecrire la matrice de f? dans la base (u,v,w) et conclure.
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Partie 2

Veuillez changer de copie.

Exercice 2 (10 Points)

On considére les applications

et
10, 4+00] —

R
Ea e S P = fo

1. Justifier que F est dérivable sur |0, +ool, puis que pour tout x € |0, +oo|, F' (z) = f (x).
En déduire que F est de classe C? sur ]0, +ool.

On considére I'application ¢ de classe C?
10, 400> — R

T @y — gy =F@)+Fy) 27

0 0
2. Exprimer les dérivées partielles premiéres g9 (x,y) et g9 (x,y), pour tout (z,y) € |0, +oo[2

ox dy
z+
a laide de f (z), f (y) et S

3. (a) Dresser le tableau de variations de f, puis montrer que f est bijective.

1
Indication. On admettra, sans démonstration, que pour tout ¢ €]0, +o00[, In t—l—; > 0.

(b) Etablir que, pour tout (z,y) € ]0,+00[>, (z,y) est un point critique de g si et
seulement si :
r=y et r+lnzr=e

4. Montrer que I’équation z + Inz = e, d’inconnue = € |0, +oo[ admet une solution et une
seule, que I'on notera a. Vérifier que 1 < a < e.

5. Montrer que g admet un extremum local. Préciser sa nature.
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Corrigé

Exercice 1

1. Si M est une matrice diagonalisable de M3(RR), alors il existe une matrice inversible P, et
une matrice diagonale D telles que A = PDP~'. Mais alors, A* = (PDP~')(PDP™') =
PD?P~ est aussi diagonalisable (car D? est diagonale).

2. (a) On calcule

-X 2 —1
PA(X): 2 —5—-X 4 03%03—1-014—02
3 -8 6 —X

-X 2 1-X
=12 -5-X 1-X

3 -8 1-X
—-X 2 1
:(1—X) 2 -5—-X 1 L2<—L2—L1,L3<—L3—L1
3 -8 1
—-X 2 1
—(1-X)24X —T-X 0
3+ X —-10 0

=(1-X)[-102+ X))+ B+ X)(7T+ X)]
= (1-X)(X*+1)

Donc ce polynome n’est pas scindé sur R, et sa seule valeur propre est 1.

(b) Le polynome caractéristique n’étant pas scindé sur R, A n’est pas diagonalisable.

x
(¢) (zv,y,z) €ker(f—Id) =< (A=) v | =0
z
—r+2y—2=0 —r+2y—2=0
& 2 —6y+42=0 L, +2L, & —2y+22z=0
3r —8y+5z=0 L3+ 3L, —2y+22=0

{ r=z

=

y==z

Donc ker (f —1Id) = Vect ((1,1,1)).

En posant u = (1,1,1) la famille (u) est libre, et génératrice de ker (f — Id), c’est

donc une base de ker (f —Id). Cet espace propre est de dimension 1.

3. (a) On calcule

0 2 -1 0 2 -1 1 -2 2
A2 =12 -5 4 2 -5 4| =12 -3 2
3 -8 6 3 -8 6 2 —2 1
X
(b) En posant X = | y ,onaAQX:—X@(AQ—i-I)X:O:
z

20 -2y +22=0
20 —2y+22=0 Sr=y—=z
20 —2y+22=0
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donc ker (f* +1d) = Vect ((1,1,0),(—1,0,1)). Cette famille est génératrice et libre
(2 vecteurs non proportionnels), ¢’est donc une base de ker (f2 + Id).

Conclusion : |v = (1,1,0) et w = (—1,0,1)
(¢) On avait v = (1,1,1).
On montre que la famille (u,v,w) est libre :

a+b—c=0 a=0
Soient a, b, ¢ des réels tels que au+bv+cw = 0 alors a+b=0 << b=-—a
a+c=0 c=—a

donca=b=c=0

Conclusion : | Donc (u,v,w) est une famille libre de trois vecteurs de R?, c’est une base de R?

x
(d) (z,y,2) €eker(g+1d) <= (A+I)| y | =0
z
r+2y—2=0 r+2y—2=0
< 20 —4y+4z=0 Ly —2L, <— —8y+62=0
3r—8y+T72=0 L3—3L —14y + 102 =0
r+2y—z=0
— y=3/4z S r=y=2=0
z=0

Conclusion : |ker (g + Id) = {0} | et —1 n’est donc pas valeur propre de g.

(e) La somme des dimensions des sous espaces propres est donc 1 # 3

Conclusion : ’g n’est pas diagonalisable‘

(b) On avait g (u) = u donc ¢* (u) = g (u) = u vecteur propre de g* associé a 1.
v et w sont associée a —1

1 0 0
La matrice de g dans la base de vecteurs propres (u, v, w) est donc {0 —1 0
0 0 -1

Comme un contre exemple suffit pour prouver qu’une propriété n’est pas universelle,

Conclusion : | ¢* est diagonalisable et pourtant, ¢ ne l’est pas.
La réciproque était donc bien fausse

Exercice 2

1. Pour tout = de |0;4o0[, > 0 donc f est dérivable sur |0; +o0o[ comme composée et
produit de fonctions dérivables et

1
f(x) = (1 + —> e+ (x+1n(z)e” !
T
1 -1
=(1l+—4+z+1In(z))e"
T
2. on a donc pour tout x € ]0, +00[

1 1
z4+nex+14+—-= <1nm+—)+1—|—x>0
T T



LE 24/06/2013 Page 5/6

car 1+x >0

1
Conclusion : |x € 0,400 z+Inz+1+ = >0.
T

3. On a donc f’ (z) > 0 sur |0, 400 Conclusion : | f est strictement croissante sur |0, +o00[

4. EnO: f(z)=(zx+Inz)e" " = —c0
En +oo: f(z)=(z+Inx)e" ! = +oo

T 0 1 400
fl@)] -0 2 1] /| 400

On considére ’application

F:]0;4+00[ =R, z+— F(x /f

(a) f est continue sur ]0; +oo[ donc F est de classe C' sur |0;+oo] et F' (x) = f ()
pour tout x € ]0; +oo.
On considére Papplication de classe C?
2 Tty
G0 400" =R, (z,y)— G(z,y)=F(x) + F(y) —2 2 .

(b) On a, pour tout (z,y) € ]0; +o00[*

Gy (ry)=f(y) —e2
(c) 1. f est continue et strictement croissante sur |0;4+o0o| donc bijective de |0; +o0]
dans ]h(r)nf;ligf{ =
ii. Pour tout (z,y) € ]0;4+00[*, (,y) es

{ G (x,y) =0 <:>{ f(z)—e i =0 <:>{ f @) :x!:y(y) et comme
5 /

! =1J
Gy<x7y):0 f(y)_ (y)—€2 =0
f est bijective sur ]0; 400 et que x et y en sont éléments,

‘:*{f(yir—:egzo

on résout alors cette seconde équation

t un point critique de G si et seulement si

Fly)—e? =0<= (y+In(y)) e —e =0
= (y+In(y)e ' —1=0
y+n(y) =e

Conclusion : | (z,y) € ]0;+oc[* est un point critique de G si et seulement si
r=y et rx+lnz=e.
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(d) On peut appliquer le théoréme de bijection sur ]0; 400 puis vérifier que 1 < o < e
en comparant les images, ou plus rapidement :

Soit k() = x +1n(z). k est somme de deux fonctions strictement croissante, donc

k est continue et strictement croissante sur |1; e[ donc bijective de |1; e[ dans } li{n E;lim k [ =
e

11 e+1]
et comme e € |1;e + 1] alors I'équation k (x) = e, admet une unique solution dans
11 el.
et comme k est strictement croissante sur ]0; +00], elle n’en a pas d’autres.
Conclusion : | x + In(z) = e a une unique solution « sur ]0; +0o0]

et l<a<e

(e) G a donc un unique point critique (o, ) sur Pouvert |0; +o0|
Reste & tester 7t — s> > 0 :
On a, pour tout (z,y) € ]0; 4o0[’

0?°G , 1 aty
W(f&y):f (1’)—56 2
0*G 1 zty
33/395 (.Z',y):——e 2
0?G , 1 2ty
a_y2($7y):f (?J)—§€ 2
et en (o, ) :
0’°G , 1,
T‘w(@,a)_f(a)——e
1 o
S:—ée
= f'(a) — ge°

On simplifie 'expresion de f’(«) en tenant compte du fait que o +In (o) = e :

f' (@) = <1+é+a+1n(a)) a1

( 1 ) a—1
=(1+—+e]e
o

1
= (1 + —) e 4 e* > e® et donc
«

1 1
f () — 560‘ > 560‘

et on a donc rt — s2 > 0

. . 2
Conclusion : | G a un extremum local unique en («, o) sur 1'ouvert |0, +00|
et comme r > (0, c’est un minimum




