Exercice 1. On pose pour tout z > 0,

. Justifier que ¢ est continue sur |0, +o0].
. Déterminer le développement limité a l'ordre 2 en 0 de .

. En déduire la limite ¢ de ¢ en 0.

B~ W N

. On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = ¢. On pose alors pour tout x € [0, 400,

f(z) = /0 " (bt

(a) Justifier que f est dérivable sur [0,4o0] et calculer f’(z) pour tout z > 0.

(b) Déduire des questions précédentes que f admet un développement limité a l'ordre 2 en 0

donné par :
2

flz)=x+ % +2%¢(x), ou lime(x) = 0.

z—0

(c) En déduire I’équation de la tangente 7" & la courbe représentative € de f au point d’abcsisse
0 et la position relative de € par rapport a 7T'.

Correction 1.
1. Les fonctions exp, cos et & — x sont continues sur R donc sur R*, donc ¢ est continue sur R*.

2. On sait que :

e’ =14+2+ :’é—? + %f + 23¢1 (), on lig%sl(x) =0,
) : x

e cos(z)=1-— %? + x3e9(x), ou limes(z) = 0.
: z—0

Donc :

(1+z+5+5) - (1- 5 + %) + %)
xT
v+ + xg—? + 23e3(x)

x
22
=1l+a+ 5 + 2%e3(x) ol limes(x) = 0.

x—0

p(z) =

3. On en déduit que :
2
lim ¢(x) m <1 v+ x2€3(x)> =1.

=1
z—0 z—0 6
4. (a) Sion pose p(0) = 1, alors ¢ est continue en 0 (puisque lim,_o p(z) = 1 = ¢(0)). D’autre
part, d’apres la question 1, ¢ est continue sur R*. Donc ¢ est continue sur R. La fonction
f est donc bien définie et est une primitive de ¢ sur R. Donc f est dérivable sur R et :

e” — cos(x)

Ve e R, f'(z) = p(z) = x
1 six=0.

siz>0

(b) D’apres la question 2, on a :
2

f@)=9¢@)=1+x+ % + $2€3(:L').

Donc en intégrant, on obtient :

3

2 x
— r .3 .3 N _
f(w)—f(0)+33+2+6+x84(:c), ol ilg(l)&;(:c)—o

2

= f(0)+z+ Ly 22e(z), on limey(z) =0
2 z—0



0
ﬂ@z%f@ﬁz&

D’ou :
2

flz) =2+ % + x2e(x).

(c) De ce développement limité, on déduit que I’équation de la tangente T" & €5 en 0 est :

y=z
Et puisque,
x? 9
f@) -2 =5 +ae(a),
et que
22
Vx € R, ? > 0,

on en déduit que € est située au-dessus de T" au voisinage de 0.
Exercice 2. Soit g 'application définie par :

g : ]0,400] — R
x — 22 +In(z)
1. Montrer que g est strictement croissante et dresser son tableau de variations.

2. En déduire que ’équation g(z) = 0 d’inconnue z €]0; +o0o[ admet une unique solution. On notera
o cette solution dans la suite.

3. On considere 'application
F : Ry xR — R
(x,y) +— ze¥+yln(x)
On admet que F est de classe C? sur son ensemble de définition.

(a) Calculer les dérivées partielles premieres de F.

(b) Donner ’équation du plan tangent a la surface représentative de F' au point de coordonnées
(1,0, F(1,0)).

(¢) Montrer que F' admet comme unique point critique le point (v, In(«)).

(d) Déterminer la nature de ce point critique.

Correction 2. 1. II est clair que g est dérivable sur son domaine de définition. De plus :
, 1
Ve >0, g(z)=2x+—>0.
x

On en déduit que g est strictement croissante, de limite —oo (respectivement +00) en 0 (respec-
tivement en +o00).

2. Comme g est strictement monotone, elle établit une bijection de |0;+oo[ sur ¢(]0; +oc[) Or,
d’apres le tableau de variations,
0 € g(J0;4+00[) =R

Donc, 'équation g(x) = 0 admet bien une unique solution sur |0, +ool.

3. (a) On trouve pour tout (z,y) € R% :

OF Y OF
— oY — oY
(z,y) =€+ et ” (z,y) = ze¥ + In(x)



(b)

L’équation du plan tangent est donnée par :

z=F(1,0) + ?9];(1,0)(3: —-1)+ 885(1,0)(3; —0).

En remplagant on obtient :

z=x+vy.
Soit (z,y) € Ry xR. Alors, (x,y) est un point critique de F' si et seulement si VF (z,y) = 0.
Or:
T z ~ T
ze¥ +1In(z) =0 —y+1In(x) =0 = In(z)
In(x) + 2% =0 r=«
‘:’{ y = In(x) ‘:’{ y=In(a)

Donc 'unique point critique de F' est (o, In(«)).
Nous allons donc utiliser les notations de Monge pour étudier la nature du point critique.
Les dérivées partielles d’ordre 2 de F' sont données par :

0*F Y 0*F 0*F

1
- = - _ 7 - = — Y — oY _
92 (z,y) . oy (z,y) = ze y(w,y) e + —

Donc au point (o, In(«)), on a

On a donc :

2 2
rt—s2:—ln(a)—<a—|—1) =a2—<a+1> :_2_l<0_
«

Ainsi F' admet un point selle en («, In(«)).



