Chapitre 1 - Les fonctions arcsin, arccos, arctan

TD MT2A-MT2D - Printemps 2024

1 Les essentiels

Calculer :

1 3 4
1. arccos(0), arcsin (—5) , arccos (%) , arccos (cos (—%)) , arcsin (sin (g)) .

3 5 1
2. arctan(1), arccos(1), arcsin £ , arccos (cos(—ﬂ)), arctan(—).
2 3 V3

Soit x € [-1,1].

1. Démontrer que :

(a) cos(arcsin(x))=vV1—x2 (b) sin(arccos(x)) = V1 —x2.

2. Développer les expressions ci-dessous puis les exprimer sous la forme d’'un
polynéme du second degré :

cos(2arccos(x)), cos(2arcsin(x)).
n On considere la fonction
f: 1-1,0 — R

x — arcsin(vl—x2).

1. Calculer f(—3)—aresin(-3).
2. Démontrer que f est dérivable. Calculer f’(x) pour tout x €]—1,0[.

3. A laide des questions précédentes, démontrer que :

Vx€]-1,0[, arcsin (\/ 1 —x2) = g + arcsin(x).

X

V1+x2

1. Justifier que la fonction f est définie et dérivable sur R.

u On considere la fonction f : x— arcsin(

2. Calculer f'(x) pour tout x € R.

3. En déduire une expression simplifiée de f(x) pour tout x € R.
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1. On définit la fonction f sur R** par :

s arctanx
VxeR™, _—

flx)=

En appliquant le théoreme des accroissements finis, démontrer que, pour
tout réel x strictemtent positif,

< arctanx < x.

1+x2
2. (a) Déterminer la limite de f en zéro.
(b) On admet que f est dérivable sur I =]0,+oo[. Calculer f’'(x) pour tout
réel x > 0.
(c) En déduire que [ est bijective de I sur un intervalle J que l'on
précisera.

3. Justifier que f est prolongeable par continuité en zéro.
On notera encore f la fonction prolongée a 'intervalle fermé [0, +oo.
Que vaut £(0)?

4
2. Résoudre I’équation suivante : arccos(x) = 2arccos (5)

1. Démontrer que : arccos(3) € [0, %].

2 Pour travailler seul

Démontrer les formules ci-dessous :
1. Vxe[-1,1], arccos(—x) = —arccos(x) + 7.

2. Vx>0, arctan(x) + arctan(1/x) = /2.
1

Vita?

X

VitaZ

3. Vx €R, cos(arctan(x)) =

4. Vx e R, sin(arctan(x)) =
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1 Les essentiels

1.

2.

Déterminer les solutions des systémes ci-dessous :

3y—z+t=4 —2y—-6z+8t=6
—x—y—5z+Tt="17
—-x—-3y—-11z+15¢=13

—-x—2y—-8z+11t=10

-x+y+z+t=0
3 3. 3
-y—2z+t=-4

—x+2y+z+t=2
2x+2z—-4t=4
—3x+2y+z+4t=-12
3x—-3y—-3z2-3t=15
—x—y—-3z+3t=1.

-2x+y+8z=-2
13x—2y—-122=17
—-2x+y+8z2=-3

Dans I'espace muni d’'un repére (O; i, j,k), on considere les trois plans &1,

Yo et P35 d’équations respectives :

P :3y+3z2=-12
Py . —x+3y+6z2=-15
P 2x+2y—4z=-2.

Déterminer l'intersection des plans &7, % et H3.

o

1.

3.

o

Soit m un parameétre réel.

Echelonner le systéme (S) d’inconnue (x, y,z) € R? ci-dessous :

x+my+m?z=1
(S) S m2x+y+mz=0
mx+m2y+z=0.
Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de m le systéme (S) admet une unique
solution et exprimer cette solution en fonction de m.

Résoudre (S) pour les autres valeurs de m.

Effectuer, lorsque cela est possible, les calculs matriciels suivants :

-1 3 2 01 2
1‘(1 01)_3210)
1 0 2 2 2 0
3.1 1 0o]+]1 2 -2
3 -1 2 0 4 3
1 2 3 1 2
5.10 1 1|x|0 1
1 00 10
On consideére les matrices :
-5 6 1 0 1 2 -1 2
a=(5 3 o=l &) p=( 1) o3 2)

1. Calculer les produits QP et PD@Q.

2. En déduire une méthode simple pour calculer A™ pour tout n € N.

Déterminer la transposée de chacune des matrices ci-dessous.

0 0 1

010 1 0 -3
a=[Y 00 B= -2 o), c_(7 : _1).

1 11

0o -1 -1
SoitA=|-1 0 -1
-1 -1 0
1. Calculer A? et déterminer deux réels a et B tels que A% = aA + BI.

2. En déduire que A est inversible et expliciter son inverse.

a b 0
On consideére les matrices A = (O a b) et B=A—al3, oua et b sont
0 0 a

deux réels fixés non nuls.

1. Expliciter les coefficients de la matrice B.
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2. Calculer B? et B3, puis B” pour tout entier % = 3.

3. En déduire I'expression de la matrice A™ pour tout n € N.

Etudier I'inversibilité des matrices suivantes et déterminer leurs inverses
le cas échéant.

1 -1 -1 12 0 _018_21_01
A=(1 2 0|, B=|1 1 -1, C=
-2 -2 1 4 6 -2 Lo1-2 -1
O 0 0 -1
2 Pour approfondir
N ) -1 -2
On considere la matrlceAz(3 4 )
1. Calculer A? —3A +2I5. En déduire que A est inversible et calculer son

inverse.

2. Pour n = 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par
X?2-3X +2.

3. Pour tout polynéme P = a, X" +--- +asX?2+a1X +ao de R[X] et toute
matrice M € Ms(R), on pose :

P(M)ZanM"+--~a2M2+a1M+a012.

On admet alors le résultat suivant : Théoréme. Pour toute matrice M €
My(R), tous polynémes P et @ de R[X], et tout nombre réel A,

(1) P(M) e M2(R),
(i) (AP +@Q)M)=AP(M)+Q(M),
(i) (PQ)M)=P(M)xQ(M).

Déduire alors de la question précédente I'expression de la matrice A" en
précisant ses coefficients.

Soit A =

4. On considere les suites (u,), et (v,), définies par (ug,vo) € R? et :

Upt1=—Up—20
vneN, i neomn
Up+1 =3Un+4v,

Ecrire la relation de récurrence précédente sous forme matricielle et en
déduire 'expression de (u,), et de (v,), en fonction de ug, vy et n.

Soit A = (Ccl b) € M2(R). On définit le nombre réel det(A) = ad—bc, appelé

d

le déterminant de la matrice A.

1. On pose B = (_dc _ab). Calculer le produit AB.

(a) En déduire que si det(A) # 0, alors A est inversible.

(b) En utilisant la question 1, démontrer que si det(A) =0, alors A n’est
pas inversible.

3. Quel résultat a-t-on démontré ?

3 Pour travailler seul

01 11
1 011
1101
1110

1. Calculer A? et déterminer (a,b) € R? tel que A% =aA +bly,.

. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

111
On consideére les matrices A = (0 1 1) etB=A-1I3.
0 01

1. Expliciter les coefficients de la matrice B.
2. Calculer B? et B3, puis B pour tout entier % > 3.

3. En déduire l'expression de la matrice A" pour tout n € N.
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Etudier I'inversibilité des matrices suivantes et déterminer leur inverse

le cas échéant.

-1 1 -1
A=]-1 0 O
-2 0 1

-1

S O = O

0

-2

-1
-1
-2

m Initiation au traitement dimages. On considére la matrice M de Mo(R)
formée de O et de 1 représentant I'image ci-dessous :

0 0 1 1

Dans cet exercice, pour transformer une matrice en une image, on utilise le

code couleur suivant :
0:1

On définit les matrices

<

]
[
o e e e
H R R R RRRRR
e e e e

O R e e

1:0

o e e
[ N S S S S
O e e e

R R e e e e e

1 .

0
1]
0
1
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0
0

1

0
0
0

of.

0
0
0
0

Associer chaque calcul matriciel ci-dessous a I'image correspondante.

1. ‘M
2. AxM

3. MxA

4. U-M

5.
6.

[T I

(M + ‘M)
(o1 - ‘)

m Les systémes linéaires en chimie. Utiliser la résolution d’'un systeme li-
néaire adéquat pour équilibrer la réaction chimique ci-dessous entre ’hydroxyde
d’aluminium A/(OH)3 et 'acide sulfurique H2SOy :

Al(OH)3+H2S04 — Ala(SO4)3+ H30.
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