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Exercice 1 Exercice 2
0 =z O _t
3 2 * A . exp (—5z7)
1. det(M(z)) =13 = 2|=-x L o= —z(3z — 2) 1. Pour n € IN*, on définit la fonction f, sur [0, +o0] par f,(t) = B
16z Chaque fonction f,, est continue sur [0, +o0].
La matrice M (x) est inversible si, et seulement si, det(M (z)) # 0
2 . ) . t . 0
Cest-a-dire |z # 0 et x # 3 e Soit t € RY, ¢t fixe. ngrfoo —7 = 0 et ilg%) e’ =e =1
. " . t . 1
2. La matrice A étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont les coeffi- D’ot1, par composition ngr_{loo exp (_nQ> =1 et HEI_EOO falt) = 1+ 2
cients de sa diagonale : A admet deux valeurs propres : 1 et 2. Puisque 2 est
R IR i LREN 1
d.e mul‘Flphcme 1, le sous-espace propre F5(A) associé a la valeur propre 2, est de e Lafonction f:tr—s est continue sur [0, 4o0o].
dimension 1. 1+ ¢2

Donc A est diagonalisable ssi dim (F1(A)) + dim (F5(4)) = 3
ssi dim (F1(A)) =3 —1=2

Or par définition, F(A) = Ker(A — I3) et d’aprés le théoréme du rang dans sa
version matricielle : dim(Ker(A — I3)) +rg(A — I3) = dim(R?)
d’on rg(A — I3) =3 — dim(E;(A4))
Donc A est diagonalisable ssi la matrice A — I3 =

c’est-a-dire .

3. Une réflexion s de R? est une symétrie orthogonale par rapport a un plan vectoriel

0 b 0
0 0 a]| est derang 1
0 0 1

de R®.
1 0 0
Donc la matrice de s dans une base adaptée est la matrice diagonale |0 1 0
0 0 -1

Ainsi les valeurs propres de s sont’ 1 (de multiplicité 2) et -1 (de multiplicité 1) ‘

4. Notons %y = (e1, ez, e3) la base canonique de R>.
L’énonceé nous fait admettre que B € SO3(R).

1
On sait que Tr(B) =14 2 cosf d’ou cosf = 3

-1 1 2
1
De plus sin 6 est du signe de det g, (77, €1, u(e1)) = 3 1 0 —2/=-1<0
1 0 1

1 —cos?(9) = —ﬁ Ainsi |0 = —

P
D inf = — ) Z
onc sin 3 3

t t
e Soit n € N* et t € RT. Alors -—— <0 = eXp(—2> <1
n n

1
Donc Vn € N*, Vt € [0, +oo, |fn(t)] < e
1
la fonction dominante f : ¢t — e est positive et intégrable sur

[0, +o0].  En effet :
dt =
| rwa= [

Le théoréme de convergence dominée permet de conclure que les fonctions
fn sont intégrables sur [0, +o00[ et que

e dt = [arctant]; = arctanz — arctan(0) (x_>—+>oo

ol 3

)

—+oo

Heo teo g T
li t)dt = t)dt = - _a==
m [ nwa= [ fea= [ g3

n—-+oo 0

—x

“+o0
. e
2. On pose pour tout entier naturel n non nul, I, = / — 5 dz
0 1+ntz

(a) Soit n € IN*, n fixé.

La fonction g, : x — est, continue et positive sur [0, +o0l.

1+ ntx?
e Premiére méthode avec le critére de comparaison.

—T

e
1l=0< ——F= <e”

4. 2
r20=14n"2"21=0< T i

1+ntz2
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+oe Exercice 3
Donc Vz € RT, 0 < g,(z) < e . Or l'intégrale généralisée / e fde | T
A 0 I = [0,400[. On note E le R—espace vectoriel constitué des fonctions f : I — R
est convergente car lim e Pdr= lim —e 44+1=1 Heo
vers A—+too fy A—tfoo * continues sur I telles que l'intégrale / f(t)*dt converge.
“+oo 0
Ainsi, par comparaison, I'intégrale généralisée / gn(z) dz converge aussi.
0 . . .
Partie A : un produit scalaire sur F
e Deuxiéme méthode avec le critére de Riemann.
2
22 gn(2) = T e o ie*w 1. Soit (a,b) € R% On a (la| = |b)* =0 d’ofl la]® + |b]* > 2]al |b].
1+ n4a2 (z—+o0) N4
. ] Or |a|? =a® et |a||b] = |ab|. Ainsi||ab| < (a +b%) |
Dott  lim 2?g,(z) = 0. Donc, d’aprés le critére de Riemann (2>1),

T—+00

400
lintégrale généralisée I,, = / gn(z) dz est convergente.
0

2

Soit A un réel positif. On procéde au changement de variable affine ¢t = n* x,

A
dans l'intégrale définie /
0

Alors = = L3

—T

e
——dz
1+ ntz2

1
2 et dz = 2 dt. D’ou
A e ” n*A exp (—#) 1 1 A exp( ! )
T 4= 2 ad=— o dt
o 1+ (n?x) 0 1+t n n2 Jo 1+t
En faisant tendre A vers o0, on obtient l’égalité
+oo - +oo
1 ex
o 14+ (n2%x) n? Jo 1+ t
I
Ainsi | I, = i fa(t)dt
Z I,, est une série a termes positifs.  On rappelle que
—+oo
1
lim fn(t)dt = g On en déduit que i

n—-+oo 0

" (n—+o00) 2 7’L2 '

s _ L. w1
Donc, d’aprés le critére d’équivalence, les séries E I, et E 52 sont
n

de méme nature.

Or la série Z

— est de méme nature que la série de Riemann E

qui est convergente (car 2>1).

Par conséquent la série

Z I,, est convergente |.

2. Soit (f,g) € E% Alors f et g sont continues sur 1.
Donc la fonction fg est également continue sur [.
D’aprés Dinégalité précédente, on a Vit € I, | f(t) g(t)| < % (f(£)* + g(t)?).
Or les fonctions f? et g sont continues et intégrables sur I.
Comme la fonction £ —» — (f(t)* + g(t)?) est positive, continue et intégrable sur

I, la fonction produit fg est intégrable sur I.
Ainsi ‘ le produit de deux éléments de E est intégrable sur

3. Soit f, g et h trois fonctions de E. Soit A € R.

e Existence. Le réel p(f, g) est bien défini car on a vu que la fonction fg était
intégrable sur I.

e Linéarité par rapport a la premiére variable.
O f+at) = [f 0RO d = [ (SO + o) he) a

= )\/f t)dt +/ (t) h(t) dt par linéarité de D’intégrale.
I

o Symétrie. w(g,f)=/ df—/f

e Positivité. Par définition de E, la fonction f? est continue, positive et inté-
grable sur 1.

= o(f,9)-

2d¢ > 0. Ainsi

Donc par positivité de D’intégrale, /f(t) o(f,f) =0
I
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e Définie positivité. On suppose que p(f, f) = 0. Alors /f(t)2 dt = 0.
I

Or la fonction ¢+ f(t)* est continue et positive sur l'intervalle
I=1[0,+00].

Donc d’aprés le théoréme de positivité stricte, V¢ € I, f(t)? =0
Ainsi f=0g.

Finalement ‘ @ définit bien un produit scalaire sur F

Partie B : inégalité de Cauchy Schwarz

Soit o un nombre réel strictement positif.

1. Soit « un réel positif.
@ 1 = 1
/ 672at dt = |:_e2oct:| - (672ax o 1)
0 2a

=0 2

Or lim e2%? =0 car —2a < 0.
Tr—+00

x

1 1
Donc lim et =——(0-1)= —
z—+oo [ 2a 2a

+oo
Ainsi l'intégrale généralisée / e 22t dt est convergente et
0

+oo 1
/ e” 2t dt = — |
0 2a

2. Soit f une fonction quelconque de E. On considére la fonction .
Alors la fonction g est continue sur I et d’aprés la question précédente, 'intégrale

généralisée /g(t)2 dt est convergente. Donc g € F.
I

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |(f | g)| < || f]l % |lg]|

Avee ||l = VT 1) = ( / f(t)th>1/2
1/2

+oo 1/2 +oo 1
et |lgll = (/0 g(t)2 dt> = </0 e2°‘tdt> =\

PR oo —at oo —at L e 2
Ainsi /0 f)e > dt < /0 fte dt‘ < Joa </0 f@) dt)

—+o00

1/2

Partie C : orthonormalisation

t 2t

On considére les fonctions f :t —— e et fo:t—>e”

1. Les fonctions f1 et fy sont continues sur I. De plus, on a vu a la premiére ques-
+oo —+oo
e 2t dt = / (e")? dt
0

0
était convergente pour tout réel o > 0. En particulier pour « =1 et o = 2.
Donc f; et fo sont des éléments de F.

tion de la partie B, que l'intégrale généralisée

2. La famille (f1, f2) est libre. Donc F = Vect(f1, f2) est un sous-espace vectoriel
de dimension 2 de F.

On applique l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

On construit d’abord une base orthogonale (g1,¢92) de F en posant et

(f2]91) (f2] f1)

R T P R AV AR

+oo +00
0r<fl|fl>=/0 e Mdi= L et <f2|f1>=/0 =L

2
Donc |go = fo — 3 fi| Il reste & normaliser ces deux vecteurs g; et gs.
On sait déja que g1l = Vg1 Tg1) = VUi [ 70 = |/ = = —=
2 2

2

2 e —2t 2 —t e —4t 4 —3t 4 —4t
De plus |lg2f|” = o7 — e dt = et - ge M e ) dt
0 0

+oo +o0 +00
4 4 1 4 4 1
:/ e*4tdt—f/ e*3tdt+f/ el dt == — -4 — = —

. 1
Do llgall =

1 1
On pose enfin &, = mgl = \/ﬁgl et go = mgz =692

Ainsi ‘51 tV2et et eg it 6e 2t —det
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3. e Montrons d’abord que . Comme ¢ est continue sur I, on montre que g
est de carré intégrable sur I.

1
Pour tout réel ¢t > 0, t? g(t)? =t*e ' = —
et
)
et et 2
Or par croissance comparée, tilgrnoo 2= +oo d’on tilgrnoo <t2) = 400

puis . liin t2 g(t)2 = 0. Le critére de Riemann permet de conclure que ’intégrale
—+00
+oo
généralisée / g(t)? dt converge.
0

. L . N e e 2 s e
La question posée revient & minimiser |g — k||~ lorsque h décrit le sous-espace
F. On sait, d’aprés le théoréme de projection orthogonale, que ce minimum est

. . . . o e Deuxiéme méthode utilisant une caractérisation du projeté orthogonal d’un
atteint en un unique point h de F', qui est le projeté orthogonal de g sur F.

vecteur.

rglin]R2 /+00 (te™" —ae™" — be*%)2 At = d(g, F)? = |lg — pr(9)|? Soit h un élément de F. Alors 3(a,b) €R?*; h=a- fi +b- fo.

(a,b)€ER? Jo (g—h) LA @{(g—lﬂfl):O
(9—h) L f2 0

V=4l h) { alf|fi)+b(f2]f1)={g]f1)

h=prlg) <> (9—h) € F* < {
(h
<:>{<h

On cherche donc & exprimer h = pr(g) comme combinaison linéaire de f; et fs.

| f
| f2) = (g ] f2) alfil f2) +0(f2 ] f2) = (g1 f2)

e Premiére méthode utilisant une base orthonormale % = (g1, €2) de F.

pr(g) = (gle1) - €1 + (gle2) - €2

+oo +oo \/5
avec (gle) = / te™'V2eTtdt = \/5/ te” 2 dt = e
0 0

+oo
Oronavuaue (f | f) =5 (f2lf)= [ e dt=g. (falh) =g

oo 1 1 oo 1 1
“+o0 —+oo —+00 et <g|f1>:/ te_ztdt:?:Z, <g‘f2>:/ te_gtdt:?:§
et (glea) z/ te" (6e_2t—4e_t)dt:6/ te 3t dt—4/ te” 2 dt 0 0
0 0 0 b1
6 4 2 1 a0
9 4 3 3 Done h = pplg) = 2 3 4 o [6atdab=3
V2 1 V2 1 1 4 - 12 +9b =4
Dou pr(g) = R T(ﬁfl)—§(6f2—4f1) = §f1 —2f2+§f1 %4—2:}
. 11 . [6a=3-4b — P
Ainsi pF(g):Efl_2f2 b=—-2 Lo+ Lo—21I4 b:_62




