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Exercice 1 Soient k € R\ {-1} et A= <(kf1)2 _01> € Me(R)
kE—X 0
1. xa(X)=det(A— X 1) = ‘(k+ 12 1 —X‘ =k-X)(-1-X)

x4(X) admet deux racines distinctes : k et —1.
La matrice A admet donc pour valeurs propres —1 et k. Comme A est d’ordre 2
avec 2 valeurs propres distinctes, A est diagonalisable.

2. On pose U = (2) un élément de Mo 1 (R)

kr = -z

oUeE_l(A)<:>AUU<:>{ h+1)2z—y = —y

(k+1)z =0 B
{(k+1)2x:0 <~ zx=0 cark+1#0

Oun choisit Uy = <(1)> . Alors ‘E_l(A) = Vect(U;) est de dimension 1 |.
krx = kx

oUeEk(A)<:>AU—kU<:>{(]H_l)%_y — hy

—= k+D)’2=(+y<=y=(k+1z cark+1#0

1

On choisit Uy = (k 1

) . Alors ‘ E(A) = Vect(Us) est de dimension 1 ‘

3. On désigne par P la matrice de passage de la base canonique de My 1 (R) vers la

base de vecteurs propres (Uy,Us). Alors P = (0 1 1)

1 k+
Donc, en posant D = diag(—1, k), on obtient
4. Soit n € N. A™ = P D™ P~! par une récurrence immédiate.
Avec D" = diag((—1)", k") et P! = L (com P)
det(P)
ot det(P) = —1, com (P) = (k+11 _01 Donc P! = <_(k1+ 1 é)

De plus, PD —(1 k—|—1>< 0

(—q)" (kfi)k"> <_(k1+1) é)

A= ((k PO - 1) (—%”)

Enfin A" = (PD") P! = (

Exercice 2 FE = {(un)nem e RN | Zui converge}

1. (a) Soit (w,y) €R%.  Ona(jal—|y)> >0 dou  |af + |y > 2lx| |yl.

1
Or |z|* =2 et |z||y| = |zy|. Ainsi||zy| < 3 (2® +2%) |

(b) Soient u = (un)nen et W = (wp)nen deux suites appartenant a E.

1
D’aprés l'inégalité précédente, Vn € IN, 0 < |u, w,| < 5 (uZ +w?)

Or les séries E u? et E w? convergent. Donc la série de terme général

1 . ) ) .
3 (ui + wi) est convergente. Ainsi d’aprés le critére de comparaison, la série

positive E |, wy| est convergente, ce qui signifie que la série E Uy Wy, €St
absolument convergente.

+oo
2. V(u,w)€E? ouw)= Zunwn
n=0
(a) Soient u, v et w trois suites de E. Soit A € R.
e Existence. Le réel ¢(u, w) est bien défini par convergence absolue de la
série Z Up Wy,

e Linéarité par rapport a la premiére variable.

+oo +oo
pAu+v,w) = Z()\un + U)Wy = Z(/\un Wy, + Uy Wy)
n=0 n=0

+oo +oo
=A Z Up Wy, + Z Up Wnp -
n=0 n=0

Ainsi p(Au+v,w) = Ap(u,w) + o(v,w)

+oo +oo
e Symétrie. p(w,u) = Z Wy, Uy, = Z Up Wy, = (U, w).
n=0 n=0

—+oo
e Positivité. Vn € IN, u,, > 0 d’ou Zui > ug >0 c.ad p(u,u) =0
n=0



LE 13/01/2020

Corrigé final - MTCI

Page 2/4

e Définie positivité par contraposée. On suppose que u est non nulle.
“+o0
Alors 3p e IN; u, # 0. D'ott Zui > ui > 0. Donc ¢(u,u) #0

n=0

Finalement ‘ ¢ définit bien un produit scalaire sur F ‘

(b) Soit u = (u,)nen une suite appartenant a E.
1

on’
2 2 n
1 1 1 1 1
Al ]N 2 = _— = —_— e,— e — = —_ .
ors Vn e N, w;, (2n> @72 52n YD (4>

n

On définit la suite w = (wy )nen par Vn € N, w, =

1 1
Or la série géométrique Z (4) est convergente car 0 < 1 <1.

Donc la série Z w% converge, ce qui signifie que w € F.
Ainsi, en appliquant le résultat de 1.(b), on obtient la convergence (absolue)

de la série Z ;—Z

(c) D’apres Vinégalité de Cauchy-Schwarz, |{(u|w)| < ||ull - ||w]]

—+oo +oo +oo
¢’est-a-dire E In) < E u2 . L
on | n 4qn

n=0 n=0 n=0

—+oo
1 1 1 4
Avec —_— = = — = —
nZ:04 1-1/4  3/4 3

+oo

U
Donc Z 2—2 . Il 'y a égalité dans ’inégalité précédente si,
n=0

et seulement si, les suites u et w sont liées. Ainsi le plus petit réel A > 0
vérifiant

+o00 u +o00 9
Y (tn)new € E, 22—2 <A u2 est|A= 7

n=0 n=0

1 1
un(m):L:f

VnelN* Vxel, -
nin+xz) n n+zx

Exercice 3

1. Onsefixeunréel x > —1. Sine€e N*alorsn4+2xz>n—-12>0.
Do Jun(z) = — 12
n(n + x) (n—+oo0) N2

2.

T 1 1
Or les séries Z |n—2‘ et Z 2 sont de méme nature et la série de Riemann Z 2
est convergente car 2 > 1.

Donc, d’aprés le critére d’équivalence, la série numérique E |, ()| est conver-
gente ce qui revient a dire que la série E un(x) converge absolument.

Par conséquent la série Zun(:r) est convergente pour tout réel z € I.

Autrement dit, la série de fonctions Z Uy, converge simplement sur .

+oo
Onpose Vzel, |S(x)= Zun(az)
n=1

(a) Soit a un réel tel que a > —1.

1
La fonction rationnelle u, : v — — —
n n-+x
-1 1
Vael, u(w) = -

est dérivable sur son ensemble

de définition I et

(n+2)?2 (n4x)?
1
D IN* , =up,(z) < —
onc VneIN*, Vz € [a, +oof, |u,(z)| = u, () nta?

1
(n + a)2 (nﬁfjroo) ﬁ

. . 1
Or et la série de Riemmann E — est convergente.
n

Donc la série numérique E ( est convergente. Ainsi la série des
n

+ a)?
dérivées Zu; converge normalement sur l'intervalle fermé [a, +o0].
(b) (i) chaque fonction u,, est de classe C* sur I,
(ii) d’apreés la question 1, la série Z uy, converge simplement sur I,

(iii) d’aprés la question précédente, la série des dérivées Zu; converge
normalement (a fortiori uniformément) sur chaque intervalle [a, 4+00]
ot a > —1. Donc Zu; converge uniformément sur tout segment
inclus dans 1.

Ainsi, le théoréme de dérivation terme a terme permet de conclure que la
fonction somme S est de classe C! sur T et

+oo +oo
1
Vo el, S’(x):Zu;L(x)—Z
n=1 n=1 (n + x)2

(a) Soient x € I et n € IN*.
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(b) A z réel fixé de I, on passe & la limite dans 'égalité ci dessus, en faisant

é:uﬁx+1)§iuA@
a 1<11c k+(z+1) §< )
- L1< k+1+x> "1<

n

1
= X ains k+1 A s

\
=
3 ”M3

>
Il

k:l —

n+l "o -
— 7]:2j+$+2m par changement d’indice j = k + 1
- ,i LN S +n .

Zjtr n+lte 1+e Skt

1
- _n+1+x+1+x

par télescopage

+o0
. 1
tendre n vers 4-0o. On obtient alors ;W(QH_ 1) Zuk = O+ T2
c’est-a-dire : | S(z + 1) — S(x) !
—-Aa- r : —_— =
T T T2
Vn e N* u,(0)=0 dou S(0)=

En prenant z = 0 dans 1’égalité établie en 3.(c), il vient S(1)—
donc S(1) =

Veel, (z+1)Sx)=(x+1)Sx+1)-1

S(0) car S est continue en zéro.

Or lim z+1=0 et limS(t) =
T t—0

— (=Dt
Donc, par composition, lim S(z+1)=5(0) =0
z—(—1)*t
puis lim (x+1)S(z) = -1
w?—l
On en déduit que | S(z) _
a (e=(-D+) 1+z

4.

(a) Soit z € I.

1
u ()= —= >0

avec Vn € IN*, CEE

On a vu que S'(z

Zu

Donc S'(z) > uj(z) > 0. Ainsi S est strictement croissante sur I.

Variante : soient a et b deux réels appartenant a I tels que —1 < a < b.

Alors pour tout entier k € IN*,

0<k—l<k+a<h+b=— —— kib %ﬂﬁ_%ﬂ)
:>%— kia <%— k+b:>uk(a)<uk(b)
On en déduit que pour tout entier n > 2, Z ug(a) < z": ug(b)
IJf:Jn faisant tefdre n vers 400, on obtient 1’1negahte lar;;2:
> ur(a) < uk(b)
k=2 k=2

Or wui(a) < u(

<Zuk

. Ainsi S(a) < S(b)

=3

+oo
b). Donc Zuk
k=1

(b) Montrons par récurrence sur n € IN* que S(n

.5(1)2122%

k=1
1
e Soit n € IN*. Supposons que S(n) = z
k=1 .
On sait d’aprés 3.(b) que S(n+1) — S(n) = T
n
n n+1
1 r 1 1 1
D’oil S(n+ 1) _ S(n) + (hypie ec) -+ _ 1
n+1 =k n+l £~k

e Le principe de récurrence permet de conclure que
Z p

(c) La fonction S étant croissante sur l'intervalle ouvert | — 1, 4+o00], elle admet
une limite ¢ (finie ou infinie) en 400 selon le théoréme de la limite monotone.

Vne N, S(n



Corrigé final - MTCI
LE 13/01/2020 Page 4/4

1
Or la série de Riemann Zf est divergente, ce qui signifie que
n

“ 1
li - = 4.
Jlin D g = oo

Par conséquent lim S(n) = +oc puis | lim S(z)=+oco|
n—-+oo T—+00

On pourrait aussi démontrer que S(z) ~ Inz
(z—+00)

Représentation graphique de S :

Exercice 4

1. Soit A € M4(R) une matrice de déterminant —1.
Alors det(A?) = det(A) x det(A) = 1.

2. Soit B € M, (R) une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont —1 et
2. Alors il existe une matrice inversible P € GL,(R) et une matrice diagonale
D € M, (R) telles que B =P D P~! avec D = diag(—1,—1,...,-1,2,2,...,2).
Dot B2~ B=PD*P'-PDP'=P(D*-D)P L.
Or (-1)2 = (=1)=2et 2> —~2=2. Donc D* - D =21I,.
Finalement B? — B = P(21,)P~! = 21, est une matrice diagonale.

3. La série E ne” " est de méme nature que la série de terme général

-1
_ 1\" . . . .
exne " =n ( On reconnait la série dérivée de la série géométrique de
e

1 1 n—1
raison q = s avec 0 < g < 1. Donc la série Z n <e> est convergente et

“+ o0 “+o00 n—1

1 1 1 1 e
Z _"—*Z 1 _1 _
n:One B en_1n<e) e(l—1/e)2 (e—1)2

4.z +y| = llz|| + lly|]| si, et seulement si, il existe un réel positif A tel que
T = Ay ou y = Ax, c’est-a-dire si x et y sont positivement colinéaires.

1
1+tm

5. On pose Vne N*\ {1}, Vt € [0, +oof, fn(t)=

e pour tout entier n > 2 et pour tout réel ¢t € [0, 1],

t">20=>1+t">21=0<

<

1+¢m

2
Deplus 0<t?°<1=1<14+2<2=>

—>1
1+¢27
e pour tout entier n > 2 et pour tout réel ¢ €]1, +oo],

1 2
"1t 14" 2142 > 0=

< <
T4t 1462 142

1 2

On adonc Vn e IN*\ {1}, Vt € [0, +oof, |fu(t)|= PR <m

2
e est positive, continue et intégrable sur [0, +o00[
x
car Vo € R, / ©(t)dt = [2arctant]; = 2 arctanz  — 7
0

(x—+00)

La fonction ¢ : t —



