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Exercice 1. Soit £ = R,[X]| l'espace vectoriel des polynomes
réels de degré au plus 2 et soit

f E - E
P(X) —» P(1-X)

1. Démontrer que la matrice A de f relativement a la base
canonique s’écrit :

1 1 1
A=10 -1 =2
0 0 1

2. Démontrer que f est une symétrie vectorielle.

3. D’apres le cours, f est une symétrie par rapport a F' paral-
lelement a G : préciser ce que sont F' et G.

4. Donner une base de F'.
5. Donner une base de G.

6. On note B la base constituée de la juxtaposition des bases
de F' et de G données précédemment. Préciser la matrice
de f dans B.

Exercice 2. On note pour tout n € N* :

e 1
I, = —_da.
/o T

1. Démontrer que /,, est une intégrale convergente pour tout
n € N*.

2. Calculer I;.

3. En écrivant 1 = 1 + 22 — z? dans le numérateur de I,

vérifier que :

Vn € N*a In+1 =1, — Kn;

K, dx.
/ 1 + $2)n+1

On ne demande pas de vérifier que /K, est convergente.
4. A l'aide d’une intégration par parties dans l’expression de
K,, donnée ci-dessus, démontrer que :

1
vne N, K,=—I,.
2n

5. En déduire une relation de récurrence entre /,,,, et [, (on
ne demande pas de déterminer /,, en fonction de n).

Correction 1.
1. Onnote Py =1, P, = X et P, = X?. Alors :

)X) = R(1-X)

Py
fP)(X) = A1 - X)
P)(X) = B(1 - X)

1
1-X
(1-X)*=1-2X+X?

D’ou la matrice A donnée dans ’énoncé.

2. On vérifie facilement que A? = A. Ainsi, fo f = f et f est
une symétrie vectorielle.



3. f est une symétrie vectorielle par rapport a F' = Ker(f —
idgs) parallelement a G = Ker(f + idgs)
4. Soit P = x + yX + 2X? € Ry[X]. Alors :

PEF < f(P)=P

1 1 1 x x
— (0 -1 -2 yl=1v
0 0 1 z z
(:B+y+z =z
— {—Y—2z =y
€ =z
— Yy=—z
D’ou une base de F' : (1, —X + X?).
5. Avec les mémes notations,
r+y+z =-—x
PeG = {-y—2z =-—y
z =—z

{233 +y=0
—

z=0
Ainsi, une base de G est : (1 — 2X).

6. Les vecteurs de F' sont laissés invariants par la symétrie.
Ceux de G sont multipliés par —1. Ainsi, la matrice de f
dans B est :

Correction 2.
1. Les intégrales [,, sont ordinatires en 0. En +o00, on peut
utiliser un critére d’équivalence en remarquant que :
1 1
Aoy~ o

et en citant le cours sur les intégrales de Riemann.

. Le calcul de [, est classique et a déja été vu en TD plusieurs

fois. On trouve [; = 7/2.

. Puisque I’énoncé ne demande pas de vérifier que K, est

convergente, il suffit d’appliquer la linéarité de l'intégrale
avec l’astuce de calcul qui est donnée.

. On pose pour A >0 :

A x
KmA:/ T X —————duz.
0 (1+22)

Pour l'intégration par parties, on définit les fonctions de
classe C! suivantes :

{u(m) =z w(x)=1

V() = g v(e) = 5,1+ 2™
D’ou :
A A
x 1 1
Koam|-—2 | 41 L
. {2nu+x%]o+2no (1+2)

Il reste a passer a la limite lorsque A — oo dans ’égalité
ci-dessus pour trouver I'égalité donnée dans I’énoncé.

. On trouve la relation de récurrence suivante :

1 2n —1
Ly =1,——I,=
+ 2n 2n

I,.

On pourrait alors démontrer la formule :

227~ (n —1)!n!

* ] —
Vn e N I, (2n)]

bo| 3



