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Sujet A

+00 1

1. Pour quelles valeurs de a € R, I'intégrale I(a) = [

est-elle convergente ?

1
2. a) Grace au changement de variable ¢ = —, montrer que
x

+00 xa
@) _fo Tidar &

b) En déduire que I(a)= %.

=

On considére la matrice :

3 -8 4
A=(-1 -2 2
-2 -2 3

(a) Soit A un réel écrire sous forme factorisée det(Al3—A).

(b) Déterminer les valeurs de A telles que la matrice AIg— A
ne soit pas inversible.

2. Calculer le déterminant d’ordre n suivant : "

n
n n n
+00 xn
Déterminer le domaine de convergence de f(x,y) = Z Tovmn
— 1+
n=0 Yy

On pourra discuter selon les valeurs de y.

—— dt
o (1+t2)(1+1t2)
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Sujet B

b

+o0
1. Pour quelles valeurs de b € R, I'intégrale J(b) = f
0

est-elle convergente ?

0

Il +00 xb
2 I(b)=f ——d
= 0 (Lrad)1+x2) "
:.
[l < A T
P b) En déduire que I(b):Z.
o =
~ <
&
8 [ 2
Er a 1. On considére la matrice :
o o

-1 -3 3
B=|-1 5 -7
-1 3 -5

1

Traarad

1
2. a) Grace au changement de variable u = —, montrer que
x

(a) Soit A un réel écrire sous forme factorisée det(1l3 — B).

(b) Déterminer les valeurs de A telles que la matrice AIs — B

? ne soit pas inversible.
=
ﬂ,; 11 1 1
§ z 1 1 0 0
v o 2. Calculer le déterminant d’ordre n suivant : |:
Ta s
Ea 10 0 0
< 1 0 O 1
—
24
- B
s Z too
AR Déterminer le domaine de convergence de f(x,y) = ) .
o ;r pourra discuter selon les valeurs de x.
=
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Sujet C

1. On considére la matrice :

3 -8 4
A=(-1 -2 2
-2 -2 3

(a) Soit A un réel écrire sous forme factorisée det(1lg—A).

(b) Déterminer les valeurs de A telles que la matrice AIg— A

ne soit pas inversible.

2. Calculer le déterminant d’ordre n suivant : "

1. Pour quelles valeurs de a € R, I'intégrale I(a) = f

+00 1

est-elle convergente ?

1
2. a) Grace au changement de variable ¢ = —, montrer que
x

+00 xa
@) _fo Tieoasa0 &

/4
b) En déduire que I(a) = 1
+00 xn
Déterminer le domaine de convergence de f(x,y) = 7;::0 m

On pourra discuter selon les valeurs de y.

o (L+2)(1+1t2) di
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Déterminer le domaine de convergence de f(x,y) = Z

Sujet D

+00 n

5
oo L+x="

pourra discuter selon les valeurs de x.

1. Pour quelles valeurs de b € R, I'intégrale J(b) = f

+0o0 1

o (A+ud)A+u?)

est-elle convergente ?

1
2. a) Gréce au changement de variable u = —, montrer que
x

1.

11 1 1

11 0 0
2. Calculer le déterminant d’ordre n suivant : |:

1 0 O 0

1 0 O 1

+00 xb
I = -
©) fo T &

b) En déduire que I(b) = %.

On considére la matrice :

(a) Soit A un réel écrire sous forme factorisée det(1I3 —B).

(b) Déterminer les valeurs de A telles que la matrice AIs —B
ne soit pas inversible.
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. Séparons deux cas :a=0eta<0.

eSia=0

(i) La fonction f : ¢t — RETOEYG) est continue sur [0; +ool

donc le probléme se pose uniquement en +oo.

.. . 1
(i1) Au voisinage de +oo : f(¢) Rots o

(iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, [ C+°° dt est convergente

t2+a
car 2+a > 1. Donc d’apres les critéres de convergence sur

les fonctions positives, fc+°° f () dt est convergente.
1

——— dt est convergente lorsque
(1+2)(1+t2)

(iv) En conclusion, f;*°

a=0.
eSia<0

(i) La fonction f : ¢t — est continue sur ]0; +oo[

(1+2)(1+t2)
donc le probléme se pose en 0 et en +oo.

1
(i1) Au voisinage de +oco : f (t)t oo et au voisinage de O,
—+00
1

YT

1
(iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, | C+°° 2 dt est convergente
1
car2>1et [; I dt est convergente car
a<0<1.

Donc d’apres les critéres de convergence sur les fonctions
positives, ["°f(t) dt est convergente et [y f(t) dt est
convergente.

1

——————— dt est convergente lorsque
(1+2)(1+%) & au

(iv) En conclusion, f;*°

a<0.

Finalement I(a) est convergente pour tout réel a.

1 1
2. a) On souhaite poser t=— o x = 7
x

1
On aura donc dt = ——2dx et x varie de +oo a 0.
x

Ainsi :

0 1 1 +00 x@
Ha)= fm 1+ WD)+ ) (_x_2) da = fo Eihaarn &

b) Additionnons les deux intégrales :

+00 1 +00 x® +oo x%+1
f _— dx+f ——— dx =f ——a
o (Z+1)(xe+1) 0o (xZ+1)(x2+1) 0o (xZ+1)(x2+1)

+oo 1
:f dx
0o x2+1

T
= [arctan(x)];*™ = 5

Ainsi 2I(a) = = et donc I(a) = —.
2 4
On montre que A est diagonalisable. Avec les notations du cours,

une solution est :

-1 0 1 -1 0 0 0o -2 1
P=|-1 -1 -1|, D=|0o 2 of, P'=|-1 3 -2|.
-1 -2 -2 0 0 3 1 -2 1

1 n n 1-n 0 n
n Ci—Ci=Cy 0 2-n — (—11n,
n : n
n n n 0 0 n
n
On pose u, = 1 n.On cherche un équivalent de u, en +oo.
Yy
x" x\" .
1°cas-|y|>1 : u, +;°3ﬂ:(37) . Alors Zun converge si et seule-

ment si |x| < y2.
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n
X . .
2°cas-|y|=1: u, ~ —. Alors Zun converge si et seulement si
+o00

be
b

DVLE L)+ —

|x] < 1. On retrouve la condition précédente.
n

X .
3°cas-|yl<l : u, folenln x™. Alors Zun converge si et seulement
si x| < 1.

o
/\

=0

0,(1) + ©221(§(v))

(X'%)

1. Séparons deuxcas :a=0eta<0.

eSia=0

SAY

O

1
i) La fonction f :# - —————— est continue sur [0;+
® Ft = ey e [05-+col
donc le probleme se pose uniquement en +oo.

.. .. 1
(i1) Au voisinage de +oo : f(2) Voo FEVA”

(iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, [ c+°° dt est convergente

2+a
car 2+a > 1. Donc d’apres les critéres de convergence sur

les fonctions positives, fc+°° f () dt est convergente.

1
(iv) En conclusion, f0+°° m dt est convergente lorsque

5880%¢
™ (‘Q - U‘)Q

_
|En|<

a=0.
eSia<0

1
(i) La fonction f :t -~ —————— est continue sur ]0;+oo[
A +2)(1+1t2)
donc le probléme se pose en 0 et en +oo.

qs
ql)

NI+T — (Y 4 \Y\,(Xm')\“)

1
(i1)) Au voisinage de +oco : f (t)t ~ — et au voisinage de 0,

—+00

1
f@ ~ —

t—0 @’

1
(iii) Or on sait que pour tout ¢ > 0, f:oo 2 dt est convergente

1
car2>1et f(f I dt est convergente car

a<0<1.
Donc d’apres les critéres de convergence sur les fonctions
positives, [°f(t) dt est convergente et [y f(t) dt est

convergente.
1

—————— dt est convergente lorsque
(1+2)(1+%) vere a

(iv) En conclusion, [
a<0.

Finalement I(a) est convergente pour tout réel a.

1 1

2. a) On souhaite poser t=— < x = n
x

1

On aura donc dt = ——2dx et x varie de +oo a 0.
x

Ainsi :

a

I()—fo 1 x(_i)d _f“’ox—d
Y e A+ WA+ W \ 22) T @rneern ™

b) Additionnons les deux intégrales :

f+oo 1 d +f+oo xa d f+oo xd + 1 a
—  _dx —  _dx-= —_
o (Z+1)(x2+1) 0o (xZ+1)(x2+1) 0o (xZ+1)(x2+1)

+00 1
:f 5 dx
0o x+1

= [arctan(x)]{*™ = z

Ainsi 21(q) = g et done I(a) = g.

On montre que A est diagonalisable. Avec les notations du cours,
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une solution est :

0 1 -1 -2 0 0 1 0 1
P=|1 -2 1|, p=(o0o 2 of, P'=l0 -1 1].
1 -1 1 0 0 -1 -1 -1 1

une solution est :

-1 0 1 -1 00 0 -2 1
P=|-1 -1 -1|, D=|o0o 2 of, P'=|-1 3 -2|.

-1 -2 -2 0O 0 3 1 -2 1
11 1 --- 1 2-n 1 1 -+ 1 1 n n 1-n 0 n
110 -0 0 1 0 - 0 ool o o2
e e S P X e " =(-1""nl.
- - n n
1 0 O 0 0 0 0 0 n n n 0 0 n
1 0 O 1 0 0 0 1
n.
n P
On pose u, = —. On cherche un équivalent de u, en +oo. 1. Séparons deux cas :a>0eta<0.
1+y «Sia>0
. . " (x )" .
1°cas-|y[>1: up oo ﬁ = P - Alors Z un converge si et seule- (i) La fonction f :t — RTINS est continue sur [0; +oo[
ment si |x| < y2. donc le probleme se pose uniquement en +oo.
x" . . .. .. 1
2°cas-|y|=1: u, fodlr et Alors Zun converge si et seulement si (i1) Au voisinage de +oco : f(¢) e ra

|x| < 1. On retrouve la condition précédente.

e . +
" (iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, [
~ — =x". Alors Z u, converge si et seulement
+oo 1

dt est convergente

3°cas-|yl<l: u, t2ra

car 2+a > 1. Donc d’apres les critéres de convergence sur

si x| <1. les fonctions positives, [, * f(¢) dt est convergente.
1
(iv) En conclusion, 0+°° ——— dt est convergente lorsque
(1+#2)(1+1t2)
a=0.
eSia<0

1
(i) La fonction f: ¢ — e est continue sur ]0; +oo[

donc le probléme se pose en 0 et en +oo.

/\

On montre que A est diagonalisable. Avec les notations du cours,

(i1) Au voisinage de +oco : f(t) ~
1 t—+oo

f@ ~ —

t—0 @’

1
= et au voisinage de 0,
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1
(iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, [ c+°° = dt est convergente

1
car 2>1et [y = dt est convergente car

a<0<1.

Donc d’apres les critéres de convergence sur les fonctions
positives, [ f(t) dt est convergente et [y f(t) dt est
convergente.

1

—————  dt est convergente lorsque
(1+£2)(1+1t2)

(iv) En conclusion, f0+°°
a<0.

Finalement I(a) est convergente pour tout réel a.

1

2. a) On souhaite posert=— < x= n
x

1
On aura donc dt = ——2dx et x varie de +oco0 a 0.
x

Ainsi :

1( )—fo 1 x(_i)d J“’"L
ar= +oo (1+ (1/2)2)(1 + (1/x)2) x2 = 0 2 +1)(x2+1)

b) Additionnons les deux intégrales :

+o00o
f
0

+00 1 +00 xa
[0 @i & +fo Zinarn @

Ainsi 21(a) = g et done I(a) = %.

n

On pose u, = oo On cherche un équivalent de u, en +oo.
Yy
x" x\"
1°cas-|y|>1 : u, ol ﬁ = (F) . Alors Zun converge si et seule-

ment si |x| < y2.

x%+1
2 +1)(x2+1) X"

+o0 1
f 5 dx
o x*+1

= [arctan(x)]§™

n
X . .
2°cas-|y|=1: u, ~ —. Alors Zun converge si et seulement si
+o00

|x| < 1. On retrouve la condition précédente.
n

x
3°cas-|y|<l: u, ~ — =x".Alors

1 Z u, converge si et seulement
+

si x| < 1.

R
/\

n

X
On pose u, = Too On cherche un équivalent de u, en +oo.
Yy
x" x\"
dfcas-lyl>1: u, T T (P) . Alors )_u, converge si et seule-

ment si |x| < y2.
. x" . .
2°cas-|y|l=1: u, ~ —. Alors Zun converge si et seulement si
+00

|Xf| < 1. On retrouve la condition précédente.

3°cas-|y|l<l: u, ~ — =x". Alors Zun converge si et seulement

+oo 1
si|x| < 1.

e
/\

2
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2.

Séparons deux cas :a=0eta<0.
eSiaz=0

(i) La fonction f : ¢t — eI est continue sur [0; +ool

donc le probléme se pose uniquement en +oo.

.. . 1
(i1) Au voisinage de +oo : f(¢) oo T

(iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, [ C+°° dt est convergente

2+a
car 2+a > 1. Donc d’apres les critéres de convergence sur

les fonctions positives, f:oo f () dt est convergente.
1

—— dt est convergente lorsque
A+ 21 +1%) 8 a

(iv) En conclusion, [

a=0.

eSia<0

(i) La fonction f : ¢t — est continue sur ]0; +oo[

(1+£2)(1+1t2)
donc le probléme se pose en 0 et en +oo.

1
(i1) Au voisinage de +oco : f (t)t ~ — et au voisinage de 0,

—+00

@

~ —

t—0 @’

1
(iii) Or on sait que pour tout ¢ >0, | C+°° 2 dt est convergente

1
car2>1et [; I dt est convergente car

a<0<1.

Donc d’apres les critéres de convergence sur les fonctions
positives, ["°f(t) dt est convergente et [y f(t) dt est
convergente.

1

———— dt est convergente lorsque
(1+2)1+t2)

(iv) En conclusion, f;*°

a<0.

Finalement I(a) est convergente pour tout réel a.

1 1
a) On souhaite posert=— o x = ?
x

1
On aura donc dt = ——2dx et x varie de +oo a 0.
x

Ainsi :

1()—[0 1 x(_l)d _f+°°Ld
YA+ WA+ U x2) ) @riee+n &

b) Additionnons les deux intégrales :

f+°° x*+1 |
= —
o (@2+Dx*+1)

+oo 1
:f 5 dx
0o x+1

T
= [arctan(x)];*™ = >

+00 1 +00 xa
[P,
o (Z+1)(x2+1) o (xZ+1)(x2+1)

Ainsi 21(a) = g et donc I(a) = %

On montre que A est diagonalisable. Avec les notations du cours,
une solution est :

0 1 -1 -2 0 0 1 0 1
P=|1 -2 1|, p=(o 2 o, P'=|l0 -1 1].
1 -1 1 0 0 -1 -1 -1 1

1 - 1 2-n 1 1 -
C1=C1-%},C;

—

1
1

—

o O
o O
—
(e
o O
o O
[y
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