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MT3F Cho0 : Compléments d’algebre linéaire

Applications linéaires

n On se place dans E = R?, muni de sa base canonique %. On consi-
dere le vecteur w =(1,1,1). Soient F et G les sous-espaces vectoriels de
E définis par

1 Pour s’entrainer

Déterminer la matrice de chacune des applications linéaires sui-

vantes, relativement aux bases canoniques des espaces de départ et F={(xy,z2¢ R, x—y+z= 0} et G =Vect(w).
d’arrivée.
1. f:R3—>R2 (x,y,2)—(x—2y+32 —x+7y) 1. (a) Déterminer une base de F'.
2. g:Re[X]1—R3 P—(P(1),P'(1),P"(1) (b) Démontrer que E=F & G.
3. h:Rs[X]— Ro[X], P — P’ 2. Soit p la projection vectorielle sur F' parallelement a G. On note

(u,v) une base de F, et on considéere la base 8= (u,v,w) de E.
(a) Déterminer la matrice de p dans la base 2.
. , . 3 10 -
a Soit f I'endomorphisme de R défini par (b) En déduire la matrice de p dans la base canonique %.

V(x,y,2)€R3,  flx,y,2)=(x—y,y—2,2—%) 3. En déduire la matrice dans la base canonique % de s, symétrie

vectorielle par rapport a F, parallelement a G.
1. Déterminer le noyau et 'image de f. f est-il un automorphisme

de R3 ?
2. Calculer la trace de f. B Soit E = Rg[X]. On considére 'application f définie sur E par
VPeE, f(P)=P+(X-2)P'.
: ’ : 3 . csos
B mzli.trisc(:t p 'endomorphisme de R° canoniquement associé a la 1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
1 0 -1 2. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de E.
P=-10 0 0]. 3. Que vaut la trace de f ?
-1 0 1

4. (a) Quel estle rang de f ? Que peut-on en déduire ?
Montrer que p est une projection vectorielle dont on déterminera
les éléments caractéristiques.

(b) Déterminer la matrice de f~* dans la base canonique de E.

(c) On pose P = aX?+bX + ¢, avec (a,b,c) € R3. Expliciter le
polynome £~ 1(P).

2. Soit s 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice
0 2 -1
S=|10 1 0.
-1 2 0 n Soient A et B deux matrices de .4, (IR), telles que AB-BA =A.

. 2
Montrer que s est une symétrie vectorielle dont on déterminera L. Que dire de la trace de A ? De celle de A™ ?
les éléments caractéristiques. 2. (*) Déterminer la trace de A”, pour tout p € N*.
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2 Pour approfondir (a) Montrer qu’il existe une base # de E dans laquelle la matrice
A de f ases n—1 premieéres colonnes égales a la colonne nulle.
Soit E le IR —espace vectoriel des fonctions de IR dans R. On consi- (b) En déduire que fof =Tr(f)f
deére le sous-espace vectoriel F' de E défini par puis que f est un projecteur de E.

2. On suppose a présent que f est un projecteur de E.

F={feE, f(In3)=0},
i 7 (n8)=0} Démontrer que Tr(f) =rg(f).

ainsi que (G, sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions constantes.

1. Démontrer que F' et G sont supplémentaires dans E. Soit E un K—espace vectoriel, et soient p et ¢ deux projecteurs de
2. Soit p la projection sur F parallélement & G. Déterminer I'expres- E vérifiant pog=0.Onposer=p+q—qop.
sion de p(f), ou f :x— e”. 1. Démontrer que r est un projecteur de E.

2. Démontrer que Im(r) = Im(p) + Im(q).

) . . 3. Déterminer Ker(r).
n Soient f1, f2 et f3 les fonctions définies sur R par :

filx) = e 3 Pour travailler seul
VxeR,{ folx) = xe*
fa(x) = x2 2% 1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R® dans

RR? telle que :

On désigne par E le R—espace vectoriel engendré par ces 3 fonctions.
f(1,0,0)=(0,1) ; f(1,1,0)=(1,0) f(1,1,1)=(@1,1)

1. Déterminer une base & de E. En déduire la dimension de E.
2. Calculer f(x,y,z) pour tous réels x, y et z.

2. Soit D l'application définie sur E par : Vf€E,D(f)=f".
Démontrer que D est un automorphisme de E et donner sa matrice
A dans la base £.
3. (a) On pose N =A —-2I3. Calculer N2 et N3.
(b) Ent dédluirj ia matrice A” en fonction de n pour tout entier 9. On suppose e plus que f # 0.
naturein = L. Peut-on avoir rg(f) =0 ?rg(f) =3 ?rg(f)=2 ?
4. Soit g lapplication définie sur R par g(x) = (4% — 1)e?*. En déduire le rang de f par disjonction des cas.
Expliciter la dérivée n—ieme de g.

3. Déterminer le noyau et I'image de f.

Soit f € Z(R?) tel que f o f est application nulle sur R®.
1. Montrer que Im f c Kerf.

Calculer le rang de chacune des deux matrices suivantes :

n Soient £ un IK—espace vectoriel de dimension finie n = 2 0 -1 2 -2 L 9 4 o 1
et f un endomorphisme de E. A= -7 -7 2 -8 B- ( 9 4 92 0 J
0 4 -6 6 ’ h
1. On suppose que Tr(f)=rg(f)=1. 9 9 0 -9 11 -2 -1 1
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MT3F Chl : intégration sur un intervalle quelconque

Inté gr ation SUr un interv alle Justifier 'existence et calculer les intégrales généralisées :

+00 (arctan t)? +o arctant
remtra @ [T o [
1 Pour s’entrainer 1+t 1 t
1. Soient x et a des réels strictement positifs. Soit neN, n =>2.
Calculer chacune des intégrales suivantes : *nt
1. Calculer pour tout réel x =1, f —dt.
x X @ t 1
f e ldt f dt ; f _tdt oo t®Int
1 9 t(t-1) o 1+e 2. En déduire la convergence et la valeur de f o dt.
1

Pour la deuxiéme intégrale, on pourra remarquer que 1=¢—(¢t—1).

2. En déduire la convergence et la valeur de chacune des intégrales

énéralisé ivantes : x 2
generalisces suivantes 1. Soit x un réel tel que x = 1. Calculer I'intégrale f &;” dt
+00 +00 1 +00 1 1 ¢
f e’ldt ; f de ; f dt 2. En déduire la nature (convergente ou divergente) de I'intégrale
1 2 tt-1) o 1l+et 00 In(1 + £2)
généralisée f — dt, et sa valeur.
1

Etudier la nature des intégrales généralisées et calculer ces inté-

grales lorsqu’elles sont convergentes
m Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

1 1 gt
(a) f dt (d) f dz +3 +00 t
1+oo 1+¢2 01 1-¢! @) f - -:65362 — dx ) fo arcxzzmx da
(b) / teldt (e) f In¢d¢ lsinx +oo
0 b d t3 —2tdt
2 cost +oo gt ®) 0 xXVx * ® f ©
© f O [ 00 geost 0 Ing
1+et)2 f h f
o (1+e) @ | (h) 2+19
) ) i @ f+°° sinx dx 0 f2 e2V¥ _1 d
1 ¢ — i ——dx
1. Soitxe Rtelque0<x < 3 Calculer I'intégrale fz AP 01 x3+1 2
—In
Vous pourrez utiliser le changement de variable u =3in t. (e) ; d¢ G) f o2y lnx
) 0 V3th+t2 x+4

2 dz
2. En déduire que l'intégrale généralisée f A converge et
0 t(1-1Int)?

préciser sa valeur.
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Soit § € R. On note Ig 'intégrale

I _f+00 dt
h= e t(lnt)ﬁ.

Soit x = e. En utilisant le changement de variable u = In¢ dans I'intégrale

* ode
f ———, déterminer la nature de I suivant les valeurs de .
e t(n )ﬁ

m Pour a € R, on pose, sous réserve de convergence,

+00
T(a)= f t* et dt.
0
+00
1. (a) Démontrer que I'intégrale f $o1
1
aelR.

(b) Donner un équivalent de ¢

et dt converge pour tout

@=1,=t En déduire les valeurs de

1
a telles que l'intégrale f t¥ 1ot gt converge.

0
(c) En déduire les valeurs de a telles que I'intégrale I'(a) est
convergente.

Démontrer que I'intégrale I'(a) converge pour tout a > 0.
2. Calculer I'(1).
3. (a) Démontrer que, pour tout @ >0, I'(a + 1) = al'(«).
(b) En déduire la valeur de I'(n), pour tout n € IN*,

m 1. Démontrer que pour tout réel x =1,

f sint dt = cos (1)_c0sx_f COStd
1t 1 2

X

+00 o1
2. En déduire que 'intégrale f - dt est convergente.

1

3. (a) Montrer par une méthode analogue a la précédente, que

+00 2 t
Pintégrale f cos(27)
1

dt est convergente.

+00 gin?¢

(b) * Montrer que I'intégrale f d¢ est divergente.
1

O | sint|

En déduire la divergence de l'intégrale f dt.

1

Soit 7 € N*. On considére les intégrales

+oo 1 x"
e A R —
0o (1+x2)(1+x") o (1+x2)(1+xm)
1. Démontrer que les intégrales I, et J, sont convergentes.

2. Calculer I,, +,.

1
3. Soit A > 0. En utilisant le changement de variable u = — dans
X

A 1
'inté lf—d, t I, =d,.
mtegrale % (1+x2)(1+xn) X, montrer que 1, n

4. En déduire la valeur de I,, et de <J,,.

m 1. Déterminer les valeurs de n € IN pour lesquelles I'intégrale

+00 dt +oo dt
————— est convergente. On pose alors I,, = f SR —
ﬁ 1+¢+ ¢l g p n 1 1+¢+¢ntl

2. Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
3. On se fixe un entier naturel n» non nul.

+00 dt

(a) Montrer que I'intégrale [ est convergente.

1 t+ tn+1
On note alors K,, sa valeur.

(b) Montrer, a ’'aide d’'un changement de variable simple que

K f+oo Ak ldt 1f+oo du
t"(1+t") nJ1 u(@l+u)
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4.

+00
m Soit f la fonction définie par f(x) = f
1

-~ W o

1 1 1
Vérifi tout réel u >0, =—-
(c) Vérifier que pour tout réel u wi+e) w 11w
En déduire la valeur de K,,.
In2
Montrer que pour tout n € IN*, 0<I, <—.
n

En déduire la convergence et la limite de la suite (1,).
-x

1+¢
Déterminer 'ensemble de définition de f.
Calculer f(1).

Quel est le sens de variation de f ?

d¢

Calculer f(1/2) par changement de variable.

Déterminer f(x)+ f(x+1) pour x > 0.
En déduire la limite de f en 0 et en +oco. Calculer f(2) et £(3/2).

Pour tout réel x appartenant a 10, 1[, on pose : F(x) = f — dt

1.

2

LA |
(a) Calculer pour tout réel x €]0, 1[ I'intégrale f Tz dt
X n

(b) Justifier que F est bien définie et que
Vx€l0,1[, x*In2 < F(x) < xIn2

(¢) En déduire que F admet une limite finie & gauche en 1.
(d) Calculer F'(x).

(a) dJustifier la convergence de I'intégrale généralisée

t —
= [t
o Int
(b) Montrer que F est une primitive sur ]0, 1[ de la fonction
t—1
— —.
f Int

(¢) En déduire la valeur de I.

E Soit la fonction F :x— f

1+t2

1. Déterminer ’ensemble de définition & de F'. Calculer F(0).

1

2. Montrer que Vxe R**, F(x)<-.
x
En déduire la limite de F' en +oco.

3. Etudier le sens de variation de la fonction F.

m Théoréme de convergence dominée .

Dans chacun des cas suivants, prouver la convergence de la suite

calculer lim I,
n—+oo

1 t
(a) Inzf_lcos(Q—n) dt

M) I :f”nsin(t)
" Jo

n+t

+00 n
(© In= f ‘
1

1+¢n+2 a

@ I _fln(x+x2)dx
ne o l+nx

+o00 t.
1= [T,
0 1+x

+o00o n
® 1= [ (e D

en admettant que : VxeR*, 0<In(1+x)<x

+00 1
g *xI,= f arctan( ) dx
0 X"

m Soit n € IN. On pose

+00 1
I, = d
" [0 1+x” *

Ip) et

1. Pour quelles valeurs de I'entier naturel n, I'intégrale I,, est-elle

convergente ? Calculer I
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.1 PN . . . 1 .1
e
2. En utilisant le théoréeme de convergence dominée, déterminer 9. (a) Soit x> 0. Montrer que F(x)> f at
11111 I, 0 X+t
n—+oo

(b) En déduire la limite de F en 0%,

université de technologie
Belfort-Montbéliard

* 1 +00
Pour tout n € IN", on pose 3. (a) Soit x> 0. Montrer que 0<F(x)< —[ e lde
0

x
n £\" (b) En déduire la limite de F' en +oo.
In:fo 1+(1_;) dt. 4. On se fixe un réel x > 0.

—

S (a) Soit A € R*. Effectuer le changement de variable u = x +¢
1. ATaide du changement de variable x =1 — L montrer que A et
) g n’ 9 dans l'intégrale f —d¢
0o x4+t
1 +00 AU
I,=n f V1 +x"dx. (b) En déduire I'expression de F(x) en fonction de e” et de f du
0 x u

5. Démontrer que F est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer F'(x).
2. En utilisant le théoréeme de convergence dominée, montrer que
I, ~ n m Soient a et b deux réels strictement positifs.

n—+oo
T cosu

1. Justifier la convergence de I'intégrale généralisée f u.

1 u

+o0 +20 cos(ax) — cos(bx) duc

E Pour tout n € IN, on pose I, = fl e " dx. 2. Monter que l'intégrale généralisée I(a,b) = f
0 x

1. ATlaide d’'un changement de variable bien choisi dans l'intégrale

converge.

A, 3. Prouver, par changements de variable, que pour tout £ > 0,
f e " dx (ou A > 1), montrer que P & quep
1

12 cos(ax) — cos(bx) be cost
™ 1 (40 et - dx = _t dz
§ I,==~ f ~thdt. € a
N nJi . cos(t)—1
c . . 4. (a) Montrer que la fonction g : t — — se prolonge par
0o —
e e .
g 2. En déduire que lim nl,= f —dt. continuité en zéro.
n—+oo
"<5 ! (b) * En introduisant une primitive G de g sur R, déterminer la
. leur de I(a,b).
N 2 Pour approfondir valeur de I(a,b)
"E" too —t m Soit f une fonction continue sur [0, +oo[.
. + % 4 90 4 s 4 [
E 1. Soitx € R™". Démontrer que I'intégrale généralisée fo X+t dt 1. On suppose dans cette question que f admet une limite finie ¢ en
est convergente. , +00. On pose, pour tout n € IN*,
+00 o~
On définit la fonction F sur ]0, +ool par : F(x) = f —dt. 1 rn
0o x+t In:—f f(x)dx.
nJo
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(a) Montrer, a 'aide d'un changement de variable, que pour pour
1
tout neIN*, I, :[ f(nt)dt.
0

(b) En déduire la convergence et la limite de la suite (/,,).

1. Justifier, pour tout réel x > 0, la convergence de I'intégrale

+00 o~
J(x) = f S a
x t

2. On suppose a présent que f est bornée. Pour tout n € IN, on pose 2. Soit x> 0.

+00

K, = nf(t)e ™ dt.
0

En utilisant une méthode analogue a celle de la question précé-

dente, déterminer lim K,,.
n—+oo

3 Pour travailler seul

m 1. Soit @ un réel strictement positif.
dt est-

+00
Pour quelles valeurs de a, 'intégrale généralisée f
d grales L t(1+D)

elle convergente ?

2. On définit la suite (u,),eN+ par :

1

t"(1+1t) dt

+o0o
*
VnelN", unzf
1
(a) Prouver que
1
VnelN*, un+un+1=;

(b) Calculer u; en remarquant que pour tout réel ¢ =1,

1 1 1
H1+8) ¢t 1+¢

(¢) En déduire us et us.

3. (a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

(b) établir que pour tout entier n =2,

—<2u, < ——
n n—-1

(¢) En déduire un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

(a) Montrer, par une intégration par parties, que

—x 1 -x
e—(l——) <Jx) <
X X X

(b) En déduire un équivalent simple de JJ(x) lorsque x tend vers +oo.
X o1t

3. (a) Vérifier que pour tout réel x >0, J(x)= —f eT dt+J(1)
1

(b) Prouver que J est de classe €™ sur R** et calculer J'(x).

(¢) En déduire les variations de J sur R**.
Préciser la limite de J en zéro.
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Déterminants

1 Pour s’entrainer

m Donner, sans calcul, la valeur de chaque déterminant :

4 1 0 1 6 -1
A=|-3 8 O ; Ae=[0 -2 0 ;

6 -7 0 4 1 -4
—03 V2 2 —_182 s o 5
Ms=| g A o2 | s M=l 2 103
¢ -6 4 -10

0 0 0 -2
@ Calculer les déterminants suivants

_sin 1 2 4 111
rdrd BETE RIS B
o8 08 7 149

11 1 1 012 3

1 -1 1 1 1 23 0

11 -1 1 12 3 01

11 1 -1 3 01 2

Calculer sous forme factorisée les déterminants suivants :

a b ¢ d
. 1 a a
cosa sinb a a b c
. ; a 2 a ;
sina cosb a a a b
a a a
a a a a
1 1 1 1 a b+c
a b c¢| ; |1 b a+c
a® b? ¢ 1 ¢ a+b

l+a 1 1
1 1+b 1
1 1 1+ec

1. Calculer le déterminant A en fonction de a, b et c.

Soient a, b et ¢ trois complexes. On pose A =

2. On suppose dorénavant que a, b et ¢ sont les racines du polynéome
PX)=X3-X+1.

(a) Donner la forme factorisée du polynéme P(X) en fonction de
a,betc.

(b) En déduire la valeur de A.

m Calculer sous forme factorisée le déterminant suivant :

x 1 2 3
1 x 2 3
AD=11 9 4 3
1 2 3 «x
1 111
1 2 2 2
4
1. Calculer 1 9 3 3
1 2 3 4
2. Soit n € IN, n = 4. Calculer :
1 11 1
1 2 2 2
1 2 3 3
: n-1 n-1
1 2 3 n—-1 n
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Soit @ € R. Calculer le déterminant de chacune des matrices sui- m Calculer le déterminant de u € Z(IR3[X]) dans chacun des cas
vantes, puis déterminer les valeurs de a pour lesquelles elles sont inver- suivants et préciser si u est un automorphisme.

sibles.
a.u:P—P-2pP b.u:P—XP' +P(1) c.u:P—-PX+1)-P(X)

a+2 a+38 a+4 0 -1 a -1 m Soit E un IK—espace vectoriel de dimension n, et soit F' et G deux
sous espaces vectoriels de E tels que E = F & G. On appelle s la symétrie
vectorielle par rapport a F', parallelement a G. Calculer det(s).

a a+1l a+2
A=(a+1 a+2 a+3) g=|1 ¢« 10

Calculer le déterminant de chacune des cinq matrices suivantes, m On considére la matrice A € .#3(IR) définie par

en déduire celles qui sont inversibles et le cas échéant déterminer leur

3 -2 -3
inverse par la méthode de la comatrice. A= (_2 6 6 )
2 -2 -2
. -1 0 2 5
A= ( 2 3 ) B= (Sm9 —cos 9) c=l o o 1 et soit f 'endomorphisme de E = IR” dont A est la matrice dans la base
-5 -7 cosf sinf 0 -1 1 canonique (e1,e9,e3) de R3.
1. Déterminer 'ensemble des réels A tels que f — 1idgs ne soit pas
0 2 -1 1 21 un automorphisme.
D=2 0 1 E=(1 00 2. Déterminer une base de R® dans laquelle la matrice de f est
210 0 31 diagonale.

Soient deux matrices A et B inversibles de .4, (IR), telles que Sans le calculer, montrer que le déterminant

AB +BA =0,,. Démontrer que n est pair. 15 6
A=|2 6 0
3 2 5

Pour tout réel m, on considere la famille de vecteurs de R :

s — s\ e est divisible par 13 (on remarquera que 156, 260 et 325 sont divisibles
F =(u1,uz,us) définie par

par 13).

ui = (m,m,1)

uy = (2m,4,m)

s = (m,1,0) @ Soit A € /3(R) telle que A2-A +13 =03. Calculer A3, et en déduire
det(A).

Pour quelles valeurs de m la famille .# est-elle une base de R3 ?
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E Le plan usuel orienté est muni d’un repére orthonormal direct 2 Pour approfondir
(0;?,7).

L4 Calculer le déterminant d’ordre n suivant (ou n € IN, n = 2).
1. Soit u et v deux deux vecteurs non nuls du plan.

(a) Rappeler la formule d’addition sin(b —a) pour a et b réels. 1 nn n

(b) En notant 4 la base (i, j), démontrer que n 2 n n
dety(w,v) = ||| x|V xsin(u, v)

2. Etant donnés trois points non alignés A, B et C, montrer que n n n - n

1 —_— —
le triangle ABC a pour aire 3 |det@(AB ,AC )|
3. On prend comme points A(-1,2); B(1, -2) et C(2, 3).

Calculer 'aire du triangle ABC. m Soit 7 un entier tel que n > 2

EZ) Dans le plan muni d’'un repére orthonormé, on considere les points Soient a et b deux réels tels que a # b. On pose pour tout réel x,

A(1,2), B(4,4) et C(5,-2).
1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
2. (a) Calculer l'aire du triangle ABC.

X at+tx a+x at+x

b+x x a+x

(b) En déduire la longueur ¢ de la hauteur issue de C dans le D)= p+x - . a+x
triangle ABC. : X a+x
b+x -+ b+x b+x x

1. Démontrer que la fonction x+— D,(x) est affine.

—>—>—>)

@ On se place dans I'espace muni d'un repére (O; i,],k
Vérifier que les trois points A, B, C de coordonnées respectives 2. Calculer D, (x) pour tout réel x. En déduire D, (0).
(2,0,1);(3,1,1); (1,-2,0) ne sont pas alignés.

Trouver une équation cartésienne du plan & passant par les trois points @ Soit n un entier tel que n = 2. Pour tout réel x, on considére le

A,BetC. déterminant d’ordre n suivant :
1+ x 0 0
m L'espace est muni d’'un repére (0; i,],k ) X 1422 X
Soit m € R. On considére la droite d; passant par O, dirigée par le A = 0 0
n= X

vecteur u (1,m,2) et la droite do passant par A(m,1,—m), dirigée par le
vecteur v (1,m,5). 1+x%2  «x
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que d; et do 0 0 x 1+x2
soient coplanaires. Déterminer alors une équation cartésienne du plan
qui les contient.

K

1. Calculer As et Ag.
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n

k=3

=

m Soit n un entier supérieur a 2.
Calculer le déterminant de la matrice A = (a; ;) € IM,(K) de terme

. Calculer la somme Z uy, , en déduire 'expression de A,,.

2. En développant ce déterminant par rapport a sa premiére colonne, (b) En effectuant des opérations élémentaires d’abord sur les
exprimer A, en fonction de A,_1 et A,_9 colonnes, calculer det(A) en utilisant le résultat de 1.

3. Montrer que la suite de terme général u, = A, —A,_1 est géomé-

4. En déduire 'expression explicite de u, en fonction de x et de n.

3 TP sous Maxima

E Matrices de Vandermonde. On utilisera :
length, addcol, transpose, for..from..thru..do, factor,
determinant
Soit n €N tel que n =2 et (ay,as,...,a,) € K.

général : o On appelle matrice de Vandermonde de la lise (a1,aq,...,a,) la matrice
ai,j =max{i, j} carrée suivante :
Soit n € IN*. On pose V = {x—e*P(x) | PeR,[X]}. 1 a1 af - a?¥?% af?
2 -2 -1
1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de (R, R) dont on v B 1 az a5 -+ ay ay €M ()
déterminera la dimension. (@1,2,-.,an) = Do : : : n
2. Montrer que l'application d : f — f’ est un endomorphisme de V 1 a, a?l a’,ﬁ_2 afl_l

dont on calculera le déterminant.

d est-elle bijective ? P
HeeHy 1. Ecrire une fonction vand(L) qui renvoie la matrice de Vander-

monde V(g q,...a,) avec comme argument une litse L=[al,a2,...,an].

‘,N., @ 1. Soit p un entier supérieur a 2. Calculer le déterminant 2. Calculer sous forme factorisée les déterminants des I‘ntatrlce,s de
o & . ) Vandermonde Vi, p.c) et Vigpcq). Donner une condition néces-
P ordre p suivant : . . . .
) saire et suffisante pour que la matrice V(4 p ¢ 4) soit inversible.
g 1 1 1 1 3. Conjecturer la forme factorisée du déterminant de Vandermonde :
2 -1 1 1 1 det (Vv(al,ag,,..,an))-
2 s,=| "1 -1 1 1 Prouver cette conjecture.
1 . c- .
™ -1 -1 -1 1
—
=

2. Soit n un entier supérieur a 3.

On considére la matrice A = ( li—J |)

1<i<n,l<js<n

(a) Ecrire A sous la forme d’un tableau de nombres.
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4 Pour travailler seul

Les quatre questions suivantes sont indépendantes.

0 x O
1. Soit x un nombre réel. On consideére la matrice M(x) = (3 x 2)

1 6 x
Déterminer les nombres réels x pour lesquels la matrice M(x) est inver-
sible.
1 1 1
2. Pour z € C, on pose M = (z 1 z- 1) € Mz(C).
1 =z 1

Pour quelles valeurs de z la matrice M est-elle inversible ?

3. Soit N € M3(R) une matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels telle que
N3 =—I3. Que vaut det(N) ?

a ¢ c
4. Onpose A=|c a b|eMs(R).
c b a

Calculer sous forme factorisée le déterminant de la matrice A.
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Séries

. . , . + %
1 Pour s’entrainer @ Soit (u,)neN la suite définie par ug e R™™ et

université de technologie
Belfort-Montbéliard

2 VnelN, u,i1=upe ™

1
E On admet que la série Z —; converge, et que Z =%
n>1" 1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 0.

Justifier la convergence et déterminer la somme des séries Z @2 et
n=14n

Z 1 3. On pose pour tout entier n, v, =In(u,).
S0 (@2n+1)2 =

—

)

Etudier la monotonie et la convergence de la suite (¢,),cIN.

\

Montrer que pour tout n € IN, Z Up =V0—Un+1
k=0

4. En déduire que la série Z u, diverge.
@ Séries téléscopiques . En calculant les sommes partielles, détermi-

ner si les séries de termes généraux suivants sont convergentes. Le cas

échéant calculer leur somme : Déterminer la nature de la série de terme général :

MT3F - Automne 2023

1
= oD +1),n€]N*; vnzln(l——),n>2 1 u ___2n 6. u _Inn
nin " S n2+3n+5 " pt
ln(nTﬂ) 1 2. up :el_% 7. u, =22n_1e_”
p=—L 2; xp=—F——,n21 1
In(n)In(n +1) n2+2n _ arctann 8. u,=In (1 - )
3. Up=—"—""7—"" . n
ns vn+1
4. up, = 1 9. unzl—cos(%)
Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme. V1t2+--+n 221nn
a _
4 on 3n 32n+1 5. up=ew -1 10. un = en
Lii Lo Lyt Ly
Pour tout n =2, on pose
@ Etudier la convergence et déterminer la somme de chacune des "y = 1 1
séries suivantes : " Vn2-1 Va?+l
n+1 +1)2 1. Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers +oo.
(@ 3 o © Yl ((” : ) e o
1 9 n>1 (n+2) 2. En déduire la nature de la série ) u,.
b > ( -— d n+1 n>2
n=2\vn \/ n+1 \/ﬁ ( ) Z
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n

Soit @ € R, a # —1. Etudier la convergence de la série Z 13‘_ 3. Le résultat subsiste-t-il si la suite (1, ) est de signe quelconque ?
a’

suivant les valeurs de a. Smt Zun une série a termes positifs. Démontrer que la série
Z 1 converge si et seulement si la série Z un converge.
Un
, 1
1. Etudier rapidement la fonction f:x+— I
1 xnx 1. Soient a et b deux réels positifs. Comparer 2va b avec a + b
2. En déduire la nature de la série Z nlnn 2. Soit Zun une série a termes positifs, convergente.
n=2
3. (a) Comparer n! et n” (a) Montrer que la série de terme général v, = /u,u,+1 est
convergente.
(b) Déterminer la nature de la série de terme général nah (b) * La réciproque est-elle vraie ?
n
74 > i
. Pour tout entier naturel n = 1, on pose S g \/_ In)

On pose pour tout entier n>2, u,=

1. Quelle est la limite de S, lorsque n tend vers +oo ? (Inn)»
k k+1 ) . . 2
2. Pour k =1, comparer — ﬁ e ﬁ 1. Déterminer nlir-Poon n -
o \/_ k-1 Vi k ) Vi o 2. En déduire la nature de la série Zun .
3. En déduire un encadrement de S,, puis un équivalent de S,
lorsque n tend vers +oo. m 1. Rappeler le développement limité a I'ordre trois au voisinage
4. Soit a € R. Déterminer la nature de la série ) n%S,. de zéro de la fonction sinus.
n=1
2. Déterminer la nature de la série Z u, définie par
+00 n=1
1. Soit n = 1. Rappeler pourquoi la quantité R,, = Z 73 est
k=n+1 1 . 1
bien définie. Vn=1, un= o sm(;) .

2. Soient n et p deux entiers tels que 2<n < p.

L1
Encadrer la somme Z —5 par deux intégrales.

k=n+1 1
. . . 1 * —e-— -
3. En déduire un équivalent simple de R, lorsque n tend vers +oo. Onpose VnelN", u,=e (1 * n

n

1. Rappeler le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de zéro
de la fonction ¢t — In(1 +¢)

76 ) L. . i, o '

. Soit ) u, une série convergente a termes positifs 2. Proposer un équivalent simple de u,, lorsque n — +oco.
- 2 . L. _y

1. Montrer que la série Z u, converge. 3. En déduire la nature de la série de terme général u,, .

2. Que dire de la réciproque de cette propriété ?
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@ Soient a et b deux réels. Discuter suivant les valeurs de a et b 1a 3. Déterminer la nature de la série )  u,
convergence de la série Z Uy, avec nz1
n=1
3 b
Vn=1, un=exp [ B m Déterminer la nature de chacune des séries :
. . . n" +1
m On définit la suite (u,),eN par son premier terme ug € R et la () Z (- ) b)) ———r (n+1)cosn
relation de récurrence : nza | s1 nivn
“u, nn ncos(n)
VnelN, up=- © Zsm(nm =) @ Y- 1)” © Y =57
n+ 1 n=1 n=1 + 1

Prouver que VneIN*, u, >0
En déduire la limite de la suite (¢,,),eN-
) ) .. Pour tout entier naturel n > 2, on pose
Déterminer la limite de nu, lorsque n tend vers +oo.
En déduire la nature de la série Z Uy - _=nr __ nr
Up = , Up=———.
vn Va4 (=1)"

1. Montrer que u,, ~ v,.

L e

) ) . n+ 1 n n—+oo
m 1. Déterminer nlirgw( n 2. (a) Quelle est la nature de la série Z2un ?
. . . nz
2. Etudier la convergence des séries (b) Déterminer le signe et un équivalent de w, = u, —v,. En
5 351 5 2.4---(2n) déduire la nature de la série nZ’an
n n
n n (c) En déduire la nature de Z v,. Quiillustre cet exercice ?
n=2
ln(n‘)
*
@ On pose YnelN", n3 On se propose d’étudier la nature de la série de terme général
1. Démontrer que pour tout n € IN*, sin (n Vn2+ 1).
n Zo. 2 — 1
ZlnkSnlnn 1. Vérifier que VnelN, vVn +1—n—2—
k=1 ) ' ' . \//n. +1+n
2. Déterminer la suite positive (u,),cN vérifiant
. Inn
2. En déduire que pour tout n € N*, O<u, < 5 Vnel, sin(n*/n2+1) —(-1)"sin(u,) et lim u,=0
n—+oo
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3. En déduire la nature de la série Zsin (nv n2+ 1) .

, -1
m 1. Etablir la convergence de la série ) ; +)1.
n
Est-elle absolument convergente ?
2. Soit n € IN. Vérifier que pour tout réel ¢,
n 1 t2n+2 1'
Z(_l)k t2k — _2+(_1)n >
720 1+¢ 1+t
1
3. Calculer f d¢
4. Déduire des deux questions précédentes la somme :
+Z°° (-1)F
02k +1 3.
+oo (_ l)k
5. Par une méthode analogue, calculer la somme Z
o k+1
. 4,
2 Pour approfondir
m Vers la formule de Stirling .
On définit les suites (u,) et (w,) par :
VnelN*, u,=n! e_n n 2 et w,=In(uys1)—In(u,)
n
N 1 1
1. Montrer que Vne IN*, w, =1- n+§ In{1+—
n
2. (a) Calculer le développement limité a I'ordre 3 en zéro de la 5.
fonction f : x+— In(1 + x).
(b) Donner un équivalent simple de w,, lorsque n — +oo.
3. En déduire la nature de la série an 6

4. Démontrer qu’il existe une constante réelle 1 > 0 telle que

)

e

n! ~
(n—+00)

5. APPLICATION :

étudier la nature de la série de terme général

n" _
a, = —‘e
n.

n

Final 2020 .

—Uu
(a) Déterminer lim us2 (e_)

u—+0o Vu

(b) Démontrer que I'intégrale généralisée f
0 u

+00 o~ U
du est conver-

gente.

On se fixe un réel x strictement positif.
—nx

Montrer que la série Z est convergente.

n=1 n
+00 e—kx
Pour tout réel x strictement positif, on pose S(x) = Z
=1 VE

Montrer que la fonction S est décroissante sur I'intervalle ouvert

10, +ool.
—xt

est

On se fixe un réel x > 0. On admet que la fonction f:t—
+00 A—Xt

Vit

+00 o—Xt

décroissante sur [1, +ool et que I'intégrale dt¢ converge.

+00 o—Xt

(a) Démontrer que f dt<Sx)<e™ +f dt

1 Vi 1 Vi

(b) En déduire par un changement de variable, que

e—u
d
Nk

En utilisant 'encadrement

1 +OOe_u 1 +00
— du <S(x) < ‘x+—f
ff JulusSsetr )
+00 o~ U
du = V7.
u

précédent, déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x tend
vers 0.

On admet que

+00

(a) Prouver que pour tout réel x >0, e ¥ <S(x)< ) (e_x)k
k=1

(b) En déduire un équivalent simple de S(x) lorsque x — +oco
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3 TP sous Maxima

m On utilisera : sum, simplify_sum, factor

1
On considere la suite (u,,),cN+ définie par u, = ——
Yh-1k?
1. Montrer que la série Z u, est convergente.
+00
2. Calculer la somme Z Up
n=1

m On utilisera : sqrt, taylor,
Soit a, b et ¢ trois nombres réels. On pose pour tout naturel n,

up=vn+avn+1l+bvn+2

solve, sum

1. Donner le développement asymptotique a trois termes de u, au
voisinage de +oo.

2. % En déduire les valeurs des parametres a et b pour lesquelles la
série Z u, est convergente.

+00
3. Calculer alors la somme Z Up.
n=1

4 Pour travailler seul

Les six questions sont indépendantes
+00 1

R ?
k;okxzk ’

1. Combien vaut la somme suivante :

2. Soit Z u, une série a termes réels positifs. Quelle condition est suffi-

sante pour garantir la convergence de cette série ?

S|+

1 1 1
@u,<s= Mui<=  (© Vuns= (@ en<
n n n

. Soita e R**. On pose Vx € R, sinh(x) =

m Final A2022 1.

. Pour laquelle des séries suivantes sait-on facilement calculer la somme ?

="
@) Z 3n+1

1
(a) E:ZE

1
®) Z nn+1)

. Pour laquelle des séries suivantes, la regle de D’Alembert permet-elle de

justifier la convergence ?

sinn

1 n 1
(a) Zm (b) Zz—n (© Z G)) Z;

ef—e™*

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la série de
inh(n)

terme général soit convergente.

. Parmi les 4 séries suivantes, une seule est divergente. Indiquer laquelle.

n+1

@ X5

(- 2)”

1
()Zn” (b)Z—

n=1 n=2

© Y —

Inn
(a) Montrer que la série Z —— est divergente.
n=3

n
Ink
Dans la suite de ’exercice, on pose, pour tout n =3, S, Z 7
k=3

(b) Que vaut nliI-P S, ? Justifier brievement.
—+00

7 Int
2. Soit n = 3 un entier. Calculer I'intégrale f nT dz.
3

Int
(a) On admet que la fonction f : ¢t — - est décroissante sur l'inter-

valle [3, +oo[.
k+1
f@)de <

Justifier que, pour tout entier & = 3, f(k+1)<

f(k).
(b) En utilisant une sommation des inégalités précédentes, montrer

que pour tout entier n =4,

lnn In3 1
2(1n n —In? 3)<Sn\?+2(l 2n—1n%3). (%)
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S
4. Déterminer nEIP 2" a l'aide de 'encadrement (x). En déduire un

équivalent de S, quand n tend vers +oo.

université de technologie
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—1)k
‘ m Final 2013 . La série alternée ) _ ; A +)1 est semi-convergente.
—1)k
On appelle «reste d’ordre n» de la série Z %, le nombre réel
+00 (_1)k
R, =
k=n+1 2k +1

Lobjectif de cet exercice est d’obtenir un équivalent de R, reste d’'une série
alternée convergente.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

_1n+1 +00 1 1
or, - GO (L)
2n+3 L7 2k+1 2k+3

2. Justifier que, pour tout entier naturel n,

hal 1)k( ! ! )
Bl 2k+1 2k+3

2
s (2n+3)2n+5)

3. Déterminer un équivalent simple de R, lorsque n tend vers +oo.

o)
N
o
N
Q
c
£
(@)
——
=2
<
1
L.
o
—
=
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Diagonalisation

1 Pour s’entrainer

On consideére les deux matrices de .#5(IR) suivantes :

2 4 1 -1
A—(l _1) et B—(l 1).

Déterminer les valeurs propres de A et les sous-espaces propres
correspondants.

Vérifier que B n’a pas de valeur propre réelle, mais qu’elle a deux
valeurs propres complexes que 'on déterminera.

m Soit f I’endomorphisme de R[X] défini pour tout P € R[X] par
f(P)=(X +1)P. Déterminer les éventuelles valeurs propres de f.

m Soit A € /,(C) une matrice inversible, et soit A une de ses valeurs
propres.

1.
2.

101

Rappeler pourquoi A # 0.

Soit U un vecteur propre de A associé a A. Montrer que U est
un vecteur propre de A1, associé & une valeur propre que 'on
précisera.

2 -2 1
Soit la matrice A= 2 -3 2].

-1 2 0
Déterminer deux réels a et § tels que A% = @A + I3. En déduire
un polyndéme annulateur de A.

Justifier que A est inversible et exprimer A~ en fonction de A et
de ! 3.

. Déterminer les valeurs propres de A.

Montrer que deux matrices carrées semblables ont le méme poly-

nbéme caractéristique. La réciproque de ce résultat est-elle vraie ?

Soit M une matrice carrée réelle d’ordre 2 admettant pour valeurs
propres —3 et 1.

1. Ecrire le polynéme caractéristique de M. Est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer la trace de M.
3. Donner det(M). M est-elle inversible ?
4. Quel est le rang de M + 313 ? Celui de M — 515 ?

Soit n € IN tel que n = 2. On pose J = eM,(R)

1 ...1

1. Donner le rang et le déterminant de J.

2. Exprimer J? en fonction de J.

3. En déduire les valeurs propres de ¢/ et la dimension de chaque

sous-espace propre associé.

Soient n un entier supérieur a 2 et M € M, (R) une matrice diago-

nalisable dans 2, (R) telle que

M32+2M =31,

1. Factoriser dans R[X] le polynéme P(X)=X>+2X -3

2. Que peut-on dire des valeurs propres réelles de la matrice M ?

3. Déterminer la seule matrice possible M.

Expliquer sans calcul pourquoi la matrice suivante n’est pas dia-
gonalisable :

T 1 2
A=10 © -2].
0 0 =«
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-g E% Onpose M= ((1) ; ;) I8l On consideére la matrice A = (_65 _32) .
) gfj 0 03 1. Diagonaliser A si possible.
3 §§ 1. Donner les valeurs propres de M. 2. Déterminer une matrice B € .#5(R) telle que B> = A.
‘ 2. Déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D
‘ de Ms(R) telle que IB8Y  Soit m € R. On pose
_ D=P'MP
—— 1 0 1
3. Calculer P! et expliciter M™ pour tout entier naturel 7. A= ( -1 2 1 ) € M3(R)
2-m m—-2 m

Diagonaliser si possible les matrices ci-dessous.
1. Déterminer les valeurs propres de A.

(1 0 1) ( 3 2 0) (_1 -2 2 ) 2. Pour quelles valeurs de m la matrice A est-elle diagonalisable ?
A=[(0 1 0 ; B=|-4 -1 2 ; c=({6 7 -6
; ; . i . .
111 3 9 0 9 9 _1 3. Pour quelles valeurs de m la matrice A est-elle inversible ?
0 0 01
I8¥]  Soit f application définie sur R1[X] par
Soit la matrice A = g 2 (1) 8 € M4(R)
100 0 VPeR [X], f(P)=(1-2X)P+(2X%2+5X-3)P".
1. Calculer A2, En déduire que A est inversible, donner A™1 et A2021, 1. Montrer que f est un endomorphisme de R1[X].
2. Déterminer les valeurs propres de A sans calculer son polynéme 2. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R;[X].
» caractéristique. Justifier que A est diagonalisable. 3. Déterminer les valeurs de propres de f. Lendomorphisme f est-il
g 3. Diagonaliser A en donnant la matrice de passage P et son inverse diagonalisable ?
N -1
) P 4. Déterminer les vecteurs propres de f.
c
5
5 Soit @ € R. On pose 11
<. On pose P = ( 1 1). On considére 'endomorphisme ® de Mia(R)
e 11 a défini par ®(M) = MP.
o A=10 2 0]eMs(R)
= 00 «a 1. Donner la matrice de ® relativement a la base canonique de

Ma(R).

1. Donner les valeurs propres de A. 2. En déduire le rang de ®, son image et son noyau.

2. Pour quels réels a la matrice A est-elle diagonalisable ? 3. Diagonaliser sans calcul, ®.
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1 -1
On se donne la matrice A = (2 4

1. (a) Déterminer le polynéme caractéristique y4(X) de A, puis
justifier que A est diagonalisable.

) € Ma(R).

(b) Donner une matrice diagonale D et une matrice inversible P 1.
telles que A = PDP~L. Calculer P~ 2.

(¢) Soit n € IN. Expliciter A" en fonction de n.

2. On définit les suites (z,) et (v,) par leurs premiers termes 3.

ug =2, vg =1 et les relations de récurrence :

{ Un+l =
Un+1 =
(a) Exprimer, pour tout entier naturel n, le vecteur X, .1 en

fonction de A et de X,.

(b) En déduire I'expression de X, en fonction des matrices A, X
et de n.

Up —Un

u
VnelN,X,=|"
ou, +4v, On pose VneNN, X, (Un)

117

(¢) Déterminer u, et v, en fonction de n.

0 1 O 2.

115 1. Onpose A=[0 0 1]eM3(R).
6 -11 6
Diagonaliser la matrice A et en déduire A" pour n € IN.

2. On considere une suite réelle (u,),eN Vérifiant :
VnelN, u,3=6upio—1lu,,1+6u,

Un

On pose pour tout n e IN, X, =|u,+1|. 3

Un+2

Exprimer X, en fonction de X, A et n. 118

1 0 -1
Soit A=[1 0 -1 et f l'endomorphisme de R?® canonique-
2 -1 -1

ment associé A.

Déterminer le spectre de A. A est-elle diagonalisable ?

Déterminer un vecteur propre u de f. Déterminer ensuite un
vecteur v tel que u = f(7) et un vecteur w tel que v = f(w).

Vérifier que la famille 2 = (¥, 7, W) est une base de R®.

4. Ecrire la matrice N de f dans cette base.

5. Calculer A" pour n € IN*.

On considére la matrice

-1 2 0
A=(2 2 -=3|.
-2 2 1

(a) Déterminer les valeurs propres de A.
(b) Déterminer les sous-espaces propres de A. A est-elle diago-
nalisable ?

On note f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Déterminer une base 98 = (¢1,€9,€3) de R3 telle que la matrice T
de f dans cette base soit

0 0O
T={0 1 1].
0 01

. Calculer T", pour tout n € IN. En déduire A”.

Déterminer dans chaque cas le terme général de la suite réelle

En déduire la formule explicite de u, en fonction de n, uo, u1 et (y,), .y définie par :

us.

1.

uo=1,u1=2, up+o =2uy+1 —2u,, pour tout n € IN ;

2. up=1,u1=0, up2=—-4u,+1—4u,, pour tout n €N ;

3. uo=0,u1=1, up+2 =uUn+1+uy,, pour tout n € IN.
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4. ug=5,u1=1, up+2 =-9u,, pour tout n € IN. 1. (a) Justifier rapidement que A est diagonalisable.

(b) Diagonaliser la matrice A en précisant la matrice de passage

119 oy . : . . :
. Pour n €N, on considere le déterminant de taille n suivant P et la matrice diagonale D semblable a A.

2 -1 0 - 0 2. Soit M € M3(R) telle que M?+M = A.
3 2 -1 . (a) On pose N =P 'MP. Montrer que DN = ND.
Dpn=lo0 3 2 . o a b ¢
o e e (b) En posant N = (d e f ), justifier que N est diagonale.
0 -~ 0 3 2 g h k

3. ATlaide du logiciel MAXIMA, donner toutes les matrices M € M3(R)

avec la convention Dy = 1. On a de plus D1 =2.
telles que : M2+ M =A

9 _ 2 -1 0
1. Calculer Dy = '3 9 etDg=|3 2 -1].
0 3 2
2. Démontrer que pour tout entier n, on a D, .9 =2D, .1 —3D,. IPX) On pose A = (? 2) € Mo (R)

3. En déduire I'expression de D,, pour tout n € N.
1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Combien y a-t-il de matrices M € Mqo(RR) vérifiant M 2-A°
2 Pour approfondir

Soit n € IN tel que n > 2. On note R,[X] 'espace vectoriel des

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels " X . b I N
polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

2 a O
a et b pour que la matrice M = (O 1 b) soit diagonalisable dans Pour tout P € R,[X], on pose :

002 1 2 " !
M3(R). f(P):E(X -1)P"-XP'+P

1. Pour tout entier % € [0,n], calculer f(X k).
Donner une CNS portant sur les réels a, b et ¢ pour que la matrice 2. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

1 a b .
M=|0 2 c|soit diagonalisable dans Ms(R). 3. Dans cette question seulement, on suppose n = 3.
0 0 1 (a) Donner la matrice de f dans la base canonique de R3[X].
(b) Montrer que f est un projecteur.
Soit A 0 00 Préciser son noyau et son image.
itA=|16 2 0
o 6 0 6 4. On suppose n = 3. Montrer que Kerf = Vect(X, 1+ X?).
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E E‘; 5. Quelles sont les valeurs propres de f ? 3 TP sous Maxima
_Q £3 *x Lendomorphisme f est-il diagonalisable ? Justifier.
— M 2a b ¢
3 ,:3 Soient a, b et ¢ trois nombres réels. On pose A=| b 0 0
58 c 00
‘ Matrices diagonalisables de rang égal a 1. 1. Déterminer le rane de A
Soient n € IN, n =2 et A € 9,(IK) une matrice de rang 1. - petermmner e rang de A.
1 2. Justifier que A est diagonalisable.
= . c2 . . . N 3. Calculer les valeurs propres de A.
On désigne par C = . | la matrice colonne égale a la premiére colonne
Cn
non nulle de A. Maxima peut calculer la puissance d’'une matrice carrée lorsque

Iexposant est connu (par exemple A% ou A® o1 A est une matrice carrée
donnée). Mais le logiciel ne sait pas donner directement I'expression de
A" sous forme de tableau matriciel pour un entier naturel n quelconque.
Pour aider Maxima a le faire dans le cas d'une matrice diagonalisable
A, on suit les étapes suivantes :

1. x En remarquant que les colonnes de A sont colinéaires a C,
démontrer qu’il existe une matrice ligne non nulle
L= ((1 ,O9,..., én) € M1 n(K) telle que A =CL.

2. Vérifier que LC =Tr(A) puis montrer que A%2=TrA)A

ou Tr(A) désigne la trace de A.
(i) On diagonalise A en donnant la matrice de passage P de la base

canonique vers une base de vecteurs propres de A, et la matrice
diagonale correspondante D telles que A=PDP™ L.

3. En déduire un polyndéme annulateur de A ainsi que les éventuelles
valeurs propres de A.

P o . .
4. Le nombre 0 est-il valeur propre de A ? Quelle est la dimension (ii) On donne directement D" pour n € N quelconque.

du sous-espace propre associé ?
(iii) On obtient A” a l'aide la formule A® =PD"P~ 1,

5. Vérifier que Tr(A) est valeur propre de A.

6. En déduire que A est diagonalisable si, et seulement si, Tr(A) # 0. On utilisera : charpoly, eigenvectors, transpose, ratsimp

a-b-c 2a 2a
1 ; e Soit (a,b,c)e R®. Onpose A=| 26 b-a-c  2b
.o n
7. Application :onconsidére lamatriceA=| 6 e, R). 2¢ 2c c-a-b
S e 1. Calculer le polynéme caractéristique de A.
1 9 ... n

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b et

A est-elle diagonalisable ? Quelles sont ses valeurs propres ? 3 o e i
¢ pour que la matrice A soit diagonalisable.

Donner des vecteurs propres associés.
3. Soit n € IN. Lorsque A est diagonalisable, écrire A" sous la forme

d’un tableau matriciel & 9 coefficients.
On pourra introduire s=a+b +c.
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4 Pour travailler seul

I¥L) Final 2019 .

Soit £ un nombre réel fixé tel que £ # —1. On pose

Final 2021.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
Pour toute matrice carrée M = (m; j)1<; j<n de M, (R), on appelle «trace de

M», notée Tr(M), le nombre réel défini par :

k 0
A:((k+l)2 _1)€m2(R)

1. Donner le polynéme caractéristique y4(X) de la matrice A.
Justifier que A est diagonalisable.

2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.

3. Donner une matrice diagonale D € 913(R) et une matrice inversible
P € GL3(R) telles que A=PDP7L.

4. En déduire les quatre coefficients de la matrice A" pour n € IN.

Final 2018 .
Soient a, b, c trois réels tous non nuls. On considére la matrice M carrée

d’ordre 3 suivante :

1 a/b alc
M=|bla 1 ble
ca c/b 1

1. (a) Calculer M2 et donner le nombre réel & tel que M2 =k M.

(b) En déduire un polynéme annulateur de M.
Quelles sont les éventuelles valeurs propres de M ?

[\

. Déterminer le rang de M. En déduire une valeur propre de M.

3. On admet que M a deux valeurs propres distinctes.
(a) Déterminer une base de chaque sous-espace propre de M.
(b) La matrice M est-elle diagonalisable ?
4. On pose :
a a a 3 00 l/a 1/b 1/c
P=|b -b 0 D=]|0 0 O Q=|1a -2/b 1l/c
c 0 -—c 0 0 O l/a 1/b —2/c

(a) Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner P!

(b) Diagonaliser la matrice M en I'exprimant en fonction de P, D et @.

n
Tr(M)=) m;;
i=1

(somme des coefficients diagnoaux de M)

On considere I’'application f : 9, (R) — 91, (IR) définie par :

YMeM,R), fM)=Tr(M)I,+M

1. Vérifier que f est un endomorphisme de 9, (R).

2. On note T : M, (R) — R lapplication définie par : T(M) = Tr(M).
Montrer que le rang de T est égal a 1. En déduire la dimension de
Ker(T).

3. On suppose dans cette question uniquement, que n = 2.
On rappelle que la base canonique de MMa(R) est Z=(E1,E2,E3,E4)

avec :
10 0 1 0 0 0 0
mi=ly of-22=fo o] mo=[y o] Ea=fo %)

Déterminer la matrice A de f relativement a la base %.
Calculer le déterminant de f.

4. On revient au cas général o n est un entier quelconque, supérieur ou
égal a 2.
(a) Calculer f(I,). En déduire une valeur propre de f.

(b) Prouver que 1 est valeur propre de f et donner la dimension du
sous-espace propre E1(f) associé en utilisant le résultat de la
question 1.(b)

5. % Déduire des questions 4.(a) et 4.(b) que 'endomorphisme f est diago-
nalisable.
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Produit scalaire

Soient u et v deux vecteurs d'un espace préhilbertien réel. Démon-
trer que
131 12z +3v| = |I2u - 3v|| <= u L v.

1 Pour s’entrainer

1. Le plan géométrique euclidien orienté est rapporté a un repere

orthonormal direct (O ; 7 , 7)
L = - L - = ) On se place dans E = R* muni du produit scalaire canonique. On
Onpose u =1 +3j et v =2i + j. Déterminer une valeur

. . . x+y—-2z+t=0
approchée a 1° pres de la mesure principale de ’angle orienté considére le sous-espace vectoriel F = {(x, v,2,t) € E’{ Y 0 }
(:,\_, X — y =

u,v )

2. Dans l'espace, on se donne un cube ] ] N
ABCDEFGH. Soit I le point d’intersection des droites (BG) et 2. Déterminer une base de /.

1. Déterminer une base de F'.

(FO).
H G
! Soit £ = Ro[X]. On munit E du produit scalaire (-;-) défini par :
| 1
E I 2 . —
Calculer une valeur approchée i E V(P,Q)e€E”, (P;Q)= fo P)Q(t)dt.
a un degré pres de I'angle géo- ! /
métrique AlE. . On pose F = Vect(1) et G = Vect(1,X?). Déterminer une base de F* et de
L it Ml Al C GJ_ .
A B Bl Soit ne IN* et (x1, %2, ...,x,) € R™.

2
n n
1. Montrer que (Z xk) <n Z x,%. Etudier le cas d’égalité.
On pose E = Ry[X] et on définit I'application ¢ :E xE — R par k=1 k=1

n
V(P,Q)eExE, ¢P,Q)=P(-1)Q(-1)+P(0)Q(0)+P(1)Q(1). 2. On suppose ici que VEk e [1,n], x >0, et que Z xp = 1.
k=1
. . n
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E. Montrer que Z l >n?  Préciser le cas d'é galité.
2. Calculer ||1+X2 I k=1%k

2
3. Montrer que la famille (l,X X2 - g) est orthogonale. Est-elle
L +1
orthonormée ? IBY] Soit n € IN*. Montrer que Z VE<n nT
k=1

page 25 UTBM



MT3F - Automne 2023

université de technologie
Belfort-Montbéliard

—|

—

MT3F Ch5 : produit scalaire sur un espace vectoriel réel

Soit E = €([0;1]1, R) Yespace vectoriel des fonctions définies et 1. Calculer (AU |U).

continues sur [0,1] a valeurs dans R. 2. ATaide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que
Soit ¢: ExE — R

1
(f,g) — fof(t)g(t)dt

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

Z ai,jlsn

1<i,js<n

2. Calculer || g|| pour g:t— el 3. Etudier le cas d’égalité.

1 2 1
3. (a) Prouver que, pour f € E, (f tf(t)dt) < %f f(t)2 dz.
0 0

(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Dans R? muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en
suivant le procédé de Gram-Schmidt, la famille (u,v,w) avec

IBY)]  Soit (a,b,c)€R3. Onpose o =ab+bc+ca, S=a+b+cet u=(1,0,-1) ; v=(-1,2,3) ; w=(1,1,1)
a b ¢
A= c a b [eM3(R)
( b ¢ a ) Pour tous vecteurs x = (x1,x2) et y = (y1,y2) de ]Rz, on pose
1. Calculer le déterminant de A en fonction de S et de o. o(x,y) = 2x1y1 +X2y1 + X1y2 + 3x2Ys.
2. On suppose dans cette question, que a®+b% +¢2 =1.
(a) Vérifier que det(A)? =(1+20)(1-0)?
(b) Montrer, avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que |o]| <1
(c) En déduire que |det(A)| <1

. ) . -t -
3. Une matrice carrée M € I, (R) est. dite orthogonale ssi "M M = I,. R* est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien.
Montrer que A est orthogonalessi =0 et Se{-1;1}. Soit u = (1,0,0,1) et v = (0,1,0,1). On pose F = Vect(u,v).

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R?, puis orthonormaliser
la base canonique de R? pour ce produit scalaire.

1. Déterminer une base orthonormale de F'.

Somme des coefficients d'une matrice orthogonale . 2. Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projec-

tion orthogonale sur F.
Par définition, une matrice carrée A € 91, (R) est dite orthogonale

ssi!AA=1I,. SoitA= (@;,j)1<i<n une matrice orthogonale.

1sjsn

3. Calculer la distance du vecteur (1,2,3,4) au sous-espace F'.

1 1%}  Dans espace euclidien R® muni de son produit scalaire canonique,
1 ] on considere le plan vectoriel F' d’équation 2x+y—2z =0.
On pose U =| . | €M, 1(IR) et pour toutes matrices colonnes X et Y, On pose © = (1,2, 1). Déterminer le projeté orthogonal du vecteur u

sur le plan F.

X|Y)=tXY
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Soit E un espace euclidien et 7 un vecteur non nul de E.
Soit H = ( Vect{7} )l et py la projection orthogonale sur H.

1. Montrer que

(x| 7)) =

I 112

VxeE, pax)=x-

2. Dans R3, H est le plan d’équation x— 2y +z = 0. Donner la matrice
de p dans la base canonique de R3.

3. Diagonaliser sans calcul cette matrice.

IET]  On se place dans E = Rg[X], muni du produit scalaire (-;-) défini

V(P,Q)EE xE, (P;@)=P(0)Q(0)+P(1Q()+P(2)Q(2).

1. Déterminer une base orthonormée de F' = R1[X] pour ce produit
scalaire.

2. Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur F, ainsi que la distance
de X*aF.

(b) Soit @ =(2,1, 3, 2). Déterminer le projeté orthogonal pz(a)
de @ sur F.

2. Pour tout (x, y) € R%, on pose
flas ) =(+y—22+@x+2y - 12 +(x+2y—3)2 +(x + 3y - 2)°.

Lobjectif de cette question est de déterminer le minimum de f(x; y)
lorsque (x, y) décrit R?.
(a) Soit (x,y) €R% et W =x % +y T un vecteur quelconque de F.
Montrer que f(x,y)=|w - a |I2.
(b) En déduire que f(x,y) admet un minimum atteint en un

unique couple (xg, y9) que 'on précisera. Préciser également
la valeur du minimum.

Soit n € N*. On désigne par E le R—espace vectoriel des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a n et on définit I'application

¢ : ExE — R
1
(f,.g) — flf(t)g(t)dt

Soit R3[X] 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur On note & et .# les sous-espaces vectoriels de E constitués respective-

ou égal a 3. On note % = (eg,e1,e2,e3) la base canonique de R3[X] (i.e.

e0=1,e1=X, ea =X2, e3=X3). On considere le produit scalaire sur

Rs[X] défini par
1

<P|Q >:[ P(x)Q(x)dx
1

Appliquer le procédé de Gram-Schmidt pour construire une base
orthogonale de R3[X1].

On se place dans E = R* muni de son produit scalaire canonique.
1. On considere les vecteurs © =(1,1,1,1) et v =(1,2,2,3), et on
pose F = Vect (U ; 7).

(a) Déterminer une base orthonormée de F'.

ment des fonctions polynomiales paires et impaires.

1. Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. Prouver quesi g€ 2? etsi he ¥ alors ¢(g,h)=0.

3. A toute fonction f de E on associe la fonction

Ff: R — R
1
x — §(f(x)+f(—x))

(a) Vérifier que Vf€E, feP etque VfeE, (f-f)es

(b) En déduire que l'application p: f— f est une projection
orthogonale sur un sous-espace vectoriel de E a préciser.
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2 Pour approfondir Final 2019 .
On note E 'ensemble des suites u = (u,),civ de nombres réels telles
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. que la série Z u% converge.

Toutes les matrices considérées appartiennent a 91, (IR).

1
1. P t éel t +
1. Montrer que sur 9,(R), application (A,B)— (A | B) = Tr(*A B) () Prouver que pour tous réels x et y,  |vyl< 5 (" +5°)

est un produit scalaire. (b) En déduire que si u = (up)peN €t W = (wn)ne]N sont deux
On notera ||A|| = V(A | A) la norme associée. suites appartenant a E, alors la série Zun w, est absolu-

2. Calculer (I, | A) et montrer que pour toute matrice A € 91,,(R), ment convergente.

2. On admet que E, muni des lois usuelles, est un R—espace vectoriel.
Tr(A) < VnllAl On considére 'application ¢ qui associe & tout couple (u, w) € E2,
le nombre réel .
— —_ o0
3. Onpose H={M eM,(R) | Tr(M) =0} . o(u, w) = Z 1y Wy

(a) Vérifier que H = Vect(I,)* n=0

(b) On désigne par J la matrice de 901,,(IR) dont tous les coeffi-
cients sont égaux a 1. Calculer la distance de J a H.

(a) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E que l'on
notera par la suite (- | -)

(b) Soit u = (u,)neN une suite appartenant a E.
Montrer que la suite de terme général on appartient a E.

163 Soit n € IN,n = 2. On se place dans E = M1, (R). On pose I =1,,. En déduire la convergence de la sériezﬂ.
2n

V(unhhen € E,

too n
22—

1. (a) Montrer que Iapplication (c) En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, déterminer le
2. On désigne par J la matrice de E dont tous les coefficients sont

p: ExE — R plus petit réel A > 0 tel que
+00
D un
n=0
égaux a 1. On pose F = Vect(l,]).

(A,B) — (A|B)=Tr('AB)
est un produit scalaire sur E.
(a) Calculer J2 en fonction de . En déduire (J | ). Dans tout I'exercice, I désigne l'intervalle fermé [0, +ool.
On note E le R—espace vectoriel constitué des fonctions f : I — R

(b) Pour M € E, que vaut (M | I) ?
(b) On note Pr(M) le projeté orthogonal sur F d’'une matrice 9
continues sur I telles que f“ est intégrable sur I, c’est-a-dire telles que
+o0o

MEeE.
En remarquant que (M | J) = (pp(M)|J), exprimer pp(M) lintégrale généralisée f ()% d¢ converge.

comme combinaison linéaire de I et J en fonction de tr(M) 0

et duréel u=(M|J). Partie A :un produit scalaire sur £

(c) Calculer u en fonction des coefficients de M. 1
1. Prouver que pour tous réels a et b, |ab|< 5 (a2 + bz).
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2. Montrer que le produit de deux éléments de E est une fonction 3 TP sous Maxima

intégrable sur I.
On utilisera : integrate, length, sqrt, for..from..thru..do,

+00 sum, append, ratsimp
o(f,8)= .[0 f()g(t)dt. Montrer que ¢ est un produit scalaire On munit Pespace vectoriel E = 4([0,1], R) du produit scalaire :

sur E que I'on notera par la suite { | ).

3. Soit ¢ lapplication qui au couple (f,g) € E? associe le réel :

1
(f,8)— (f | &) = fo F6) g de

4. Soit @ € R**. Montrer que pour toute fonction f € E,
1. Créer une fonction ps(exprl,expr2) qui calcule I'intégrale

+00 at 1 +00 9 1
e “rdt<s —— t)“dt
fo A V2 fo F® f exprl x expr2dt
0

a
Partie B : orthonormalisation dans laquelle exprl et expr2 sont deux expressions de la variable
désassignée t.
L 1s . . —t ) -2t . 1 .
On consideére les fonctions f1:t—e™" et fa:t—e 2. Soit F =(f1, f2, ..., f») une famille libre de fonctions de E.
1. Justifier que f et f5 sont des éléments de E. Ecrire une procédure orthom(famille) prenant en parameétre

2. Construire une base orthonormale 2 = (¢1, £5) du sous-espace une liste d’expressions (f1(t), fo(?), ..., [»(#)) de la variable désas-
vectoriel F' = Vect(f1, f2) de E signée t et qui renverra la famille orthonormale associée a .%

oo 1 obtenue par I'algorithme de Gram-Schmidt.

3. On admet que Vke]N*,f 1,‘9‘7”(115:_2 ‘ ‘
0 k 3. On note A la fonction définie sur [0, 1] par A(z) = {

Calculer les deux réels a et b minimisant 'intégrale

tlnt si t€]0,1]
0 si t=0

(a) Justifier que he E.

+00
-t o —t 3 —2t)2 1 9
fo (te™ ~ae™ - be™) dt (b) Onpose 6= min f tZ(ln(t)—a—bts—C\/Z) dt
(a,b,c)eR3 Jo
Déterminer le sous-espace vectoriel F de E tel que 6 = d(h, F)?.
* En déduire la valeur exacte de § sans chercher a calculer

I6%Y  Soit E un espace vectoriel euclidien et f € Z(E) tel que les réels a. b et ¢ réalisant le minimum

Vi, eE2,  (f@)|y)=(x|f)

1. Montrer que la matrice de f dans une base orthonormée 4 Powur travailler seul
B =(eq,eq,...,e,) est symétrique.
" Final 2015 .

2. Démontrer que le noyau et 'image de f sont supplémentaires et

orthogonaux. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit %y =(e1, ea, e3)
la base canonique de R3.

On désigne par F le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs
u=(1,1,1)etv=(1,2,3).
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1. Construire une base orthonormale (g1, €2) de F.
Compléter cette base en une base orthonormale directe %’ de R®.

2. Soit p la projection orthogonale sur F.
(a) Déterminer la matrice A de p dans la base canonique %,.

université de technologie
Belfort-Montbéliard

(b) Calculer la distance du vecteur e; au sous-espace F'.

\

Final 2018 .
On se place dans I'espace vectoriel £ = Rg[X] des polynomes a coefficients réels
et de degré inférieur ou égal a 2. On considére I'application ¢ définie de E x E
a valeurs dans R par :

1
V(P,Q)cExE, ¢P,Q)= fo P'(1)Q'()dt + P0)Q(0)

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
2. On notera dorénavant (P | @) au lieu de ¢(P,Q).
On désigne par F' = R1[X] le sous-espace vectoriel de E des polynémes
de degré inférieur ou égal a 1.
On rappelle que F est de dimension 2.
Vérifier que (1,X) est une base orthonormale de F'.
3. (a) Déterminer le projeté orthogonal du polynéme X2 sur le sous-
espace vectoriel F'.
(b) En déduire la distance d(X2,F) du polynéme X 2 au sous-espace
vectoriel F.
4. Trouver un troisiéme polynéme @3 tel que (1,X,Q3) soit une base ortho-
normée de E.

Soit E = R2[X]. On définit sur E x E I'application
¢:(P,Q)— P(-1)Q(-1)+P(0)Q(0) + P(HQ(1)

. Vérifier que (E, @) est un espace euclidien.

. On pose F = Vect(X? +1). Déterminer F*.

. Par le procédé de Gram-Schmidt, obtenir une base orthonormée de E.
. Déterminer G* lorsque G = R1[X] puis la distance de X2 a G.

MT3F - Automne 2023
AW N

1. Déterminer la matrice A € M3(R), dans la base canonique de R?,
de la projection orthogonale sur le plan & d’équation x—y+2z =0.

2. Diagonaliser cette matrice A.
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MT3F

Ché6 : équations différentielles linéaires

Equations différentielles
linéaires

1 Pour s’entrainer

Résoudre les équations différentielles homogénes suivantes sur

I'intervalle I indiqué.

1. y' - y=0,I=R.

2+1
2. tzy' —y=0, I=]0;+o0l.

Résoudre :

1 { y+3y = 2
' y0) = 1
2. y+y=él

3. V1-t2y' —y=1sur]-1,1[.

Variation de la constante.

Résoudre sur ]0, +oo[ chacune des équations différentielles suivantes :

2 1
(@ ty—y=t*+1 (c) (t2+1)y'+2ty=;

1
oy —si Q) 2ty +y=——
(b) ty +y=sint (d) 2ty +y 1+1

ty' —2y=1t*Int
IE] Résoudre sur R™* le probléme de Cauchy { f | g n
yle)=

On considere 'équation différentielle (E) : 2y +(t—1)y =0
1. Résoudre (E)sur I; =R** etsur Is =R ™.

2. Quelle est la dimension de I’espace vectoriel des solutions de (E)

définies sur R ?

165
2.

2.

168

169

1. Résoudre sur ]0; +oo[ I’équation différentielle ¢ty —y =t.

Vérifier que toutes les solutions de I'équation différentielle précé-
dente peuvent se prolonger en une fonction continue sur [0; +ool.
Le prolongement obtenu est-il dérivable sur [0; +oo ?

1. Résoudre sur R** puis sur R™* I'équation différentielle :
ty +y=t2-1

. Montrer qu’il existe une unique fonction f de classe €' sur R

vérifiant :
VieR, tFWO+fH)=t2-1

On considere ’équation différentielle (E): ¢ty +2y=

2+1

. Déterminer la solution générale de (E) sur I; =]—o00,0[ et sur

I =]0, +ool en utilisant la méthode de variation de la constante.

(a) Calculer le développement limité d’ordre 3, au voisinage de
0, de la fonction arctan.

(b) Montrer qu’il existe une unique solution ¢ de (£) , définie
sur R.

Déterminer toutes les fonctions f : IR — R dérivables, telles que

VxeR, f'(x)+fx)=rf0)+FQ).

Déterminer les fonctions f : R — IR continues sur R vérifiant

(a) VxeR, f(x)—f f(t)dt =cosx
0

(b) VxeR, f(x)—fxtf(t)dtzl
0
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MT3F Ché6 : équations différentielles linéaires

Montrer que toute solution sur R de I'équation différentielle 1. On pose X(£) = (x(t))
‘ @)

Ecrire le systéme (S) sous la forme X' = AX, avec A € Ma(R).

2. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A.

y' +et’y =0 a pour limite 0 en +oo.

‘ . ' 0 11 A est-elle diagonalisable ?
171 1. Diagonaliser la matrice A=|1 0 1| dans2M3(R). Déterminer une matrice triangulaire supérieure T semblable 4 A.
110

) ] ] ] 3. Résoudre le systeme (S).
2. Résoudre le systéeme différentiel suivant ou x,y,z désignent les

fonctions inconnues a valeurs réelles :

/

I o . x =-t . .
x = y+z Résoudre le systeme différentiel { , Y , ou les fonctions x et
y = x+z y =tx
2 = x+y y sont a valeurs réelles. On pourra poser z=x+1y.

Résoudre le systeme différentiel

Résoudre sur R les systémes différentiels suivants (ou les fonctions X = x+y+2t
inconnues x et y sont a valeurs réelles) : { y = —x+3y+1
, x'=2x+y On pourra poser z = x — y et déterminer une équation différentielle
(a) { x . dx -2y (b) { y' =3x+4y linéaire scalaire d’ordre 1 dont z est solution.
y =x+y
x(0)=1, y(0)=-5 1-3¢ 4t

177 6 =
. Pour tout réel ¢, on pose A(t) ( _or 1+ 3t)

1. Déterminer les éléments propres de la matrice A(#).
En déduire que A(#) est diagonalisable.
On explicitera la matrice de passage P € GL2(IR).

- —_
: {x =x+y-3 2. Résoudre le systéeme différentiel :

i¥E] Déterminer les solutions réelles des systémes différentiels sui-
vants.

X'=x+y

Yy =-x+2y+z

y'=-2x+3y+1

Z=x+z {x' = (1-3t)x+4ty

y = -2tx+(1+3ty

On considere le systéme différentiel linéaire

) X = 3x-y It  On consideére le systeme différentiel :
' { y = x+y '

x'(t) = 2tx(t)+y(t)+2z(t)
ou x et y désignent des fonctions inconnues de la variable réelle ¢, a D) Y@ = x@)+2ty)+2(t)
valeurs dans R. 2Z'(t) = x(t)+y(t)+2tz(t)
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MT3F Ché6 : équations différentielles linéaires

1. Ecrire le systéme (Z) sous forme matricielle : X'(¢) = A(£) X (2). Soit 'équation différentielle (E) : t2y" — 2y = 3¢ sur l'intervalle

2. Déterminer une matrice inversible P (qui ne dépend pas de ¢) et { =10;+ool.

une matrice diagonale D(¢) telles que V¢ R, A(t) = PD()P L. 1. On considere sur I I'équation homogene associée (H): t2y" -2y = 0.
3. On pose Y (¢) = P71X(¢). Vérifier que (£) < Y'(t)=D(®)Y (2). (a) Déterminer a € R tel que la fonction ¢ — ¢ soit solution de
4. En déduire les solutions du systeme (X). (H).
(b) En déduire I'ensemble des solutions de (H).
k) Résoudre sur R les équations différentielles suivantes : 2. Déterminer une solution particuliere de (E) sous la forme f : ¢t —
y(O):O,y,(O):O 5 y//+y/_2y:e—2t . . - -
2. 3 —By +6y=1+4¢ : IEH]  Soit / : IR — R une fonction dérivable vérifiant :
3.y +2y +y=et 6. y'+y +y=t?+e VteR, f'@®)=f@-1). (%)
Equation d’Euler par changement de variable. 1. Justifier que f est deux fois dérivable sur R.
Soient a, b et ¢ trois réels tels que a # 0. 2. Déterminer I'ensemble des fonctions f vérifiant (x).

On considere sur R™* 'équation différentielle (E) :

at®y" ) +bty(y)+cy@®)=0

1. On pose pour tout réel x, z(x) = y(e*). Alors V¢ € R™™, y(t) = z(Int). 2 Pour apprOfondlr

Montrer que y est solution de (E) si, et seulement si, z est solution

d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants, que I'on précisera.

Solution périodique. Soient a € R* et b: R — R une fonction
continue et 27-périodique. On considére 'équation différentielle linéaire

2. Applications. Résoudre chacune des équations différentielles sui- (E): y' +ay=0>()

vantes sur sur R™* :
1. Prouver que si f est une solution de (E) alors la fonction

(@ 2y"(t)=6y1t)  (b) 2y" ) -3ty () +5y(t)=0 g:t— f(t+2n) Vest aussi.

2. En déduire qu'une solution f de (E) est 27-périodique si, et seule-
ment si, £(0)=f(2n).

181 pNe) idere ’équation différentiell
n considere tequation drlerentierie 3. (a) Montrer que si f est solution de (E), alors il existe 1 € R tel

(E):(1+e")y"+2e'y' +(2e' + 1)y =1. que ,
. . , . s . s VteR, f(t)= /1+f b(u)e“”du)e‘”
1. Déterminer une équation différentielle vérifiée par z : ¢t — (1 + 0
¢
e)y(®). (b) Déduire des questions 2. et 3.(a), que (E) admet une unique
2. En déduire les solutions de (E). solution 27-périodique.
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MT3F Ché6 : équations différentielles linéaires

Méthode de Lagrange.
On considere I'équation différentielle linéaire homogene (H) :

(1+t%)y"-2y=0
Par analyse/synthése.

1. P luti évidente» f de (H), pol iale de degré 2.
roposer une solution «évidente» f de (H), polynomiale de degré 1. On définit les fonctions sinh et cosh sur R par :

2. On cherche une autre solution g de (H), linéairement indépen-
dante de f, sous la forme g:t— C(t) f(¢). sinh(x) = e¥—e™* ot cosh(x) = e +e™*
Montrer que g est solution de (H) si, et seulement si, la dérivée 2 2
/ . 5 , . .o . -, . .
C" est solution d'une équation différentielle linéaire du premier Calculer les dérivées premiéres et secondes de ces deux fonctions.

ordre, que l'on précisera.
3. Résoudre (H).
4. Résoudre 'équation différentielle (E) : (1+¢2)y" —2y=¢ VxeR, f'x)+ f(-x) =€

2. Trouver toutes les fonctions f : IR — R dérivables sur R telles que

Avec une équation d’Euler.

1. Résoudre dans R** l'équation différentielle ¢*y"(¢)+ y(t) = 0 (x) On désigne par E le R-espace vectoriel des fonctions de classe €°°

en effectuant le changement de fonction inconnue : z(x) = y(e*).  sur R, 4 valeurs dans R. On considére Papplication
2. On suppose qu’il existe une fonction f dérivable sur ]0, +oof telle o E B

que V>0, f'(t)=f (%) Montrer que f est solution de (x). fo— o) ouVteR, (f)&)=Ff'()+tf(t)

3. Déterminer toutes les fonctions f dérivables sur ]0, +ool vérifiant 1. Montrer que ® est un endomorphisme de E.

N

Montrer que tout nombre réel & est valeur propre de @
et déterminer le sous-espace propre associé a k.

V>0, f/(t)=f(%)

3. En déduire que si A est un réel positif, alors A est une valeur
propre de ® o ®.

Encore une équation d’Euler. 4. Soit f € E. Calculer [® o ®(f)](¢) pour tout nombre réel ¢.
. I . ez . . 2 1 / _
On considere 'équation différentielle (E) : t“y —4ty +6y=0. 5. Résoudre l'équation différentielle : y” + 2ty + 2 1y =0

1. Résoudre (E) sur R} et sur R*.
2. En déduire les solutions de (E) sur R, et sur R_.

3. x Démontrer que I'espace vectoriel des solutions de (E) sur R est
de dimension 3. On pourra en proposer une base.
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Ché6 : équations différentielles linéaires

3 TP sous Maxima

On utilisera : diff, ode2, taylor, limit, plot2d

On considere I'équation différentielle (E) :

1.
2.

3.

tzy”+4ty'+2t:1n(1+t)

Faire résoudre (E) sur ]0, +oo[ par MAXIMA.

Déterminer I'unique solution de (E) ayant une limite finie en zéro.
On la notera f.

Faire tracer le graphe de f sur [0, +ool.

Avec des intégrales généralisées On utilisera : integrate, float,
diff, assume, limit, ode2, icl.

+00
Soit f: x-—»f In(z)e ™ d¢
0

1.

+00

Démontrer que 'intégrale généralisée f In(t)e ' dt est conver-
0

gente.

. Préciser 'ensemble de définition I de f. Donner la valeur exacte

de (1) et une valeur approchée a 1074 pres.

On admet que f est de classe €* sur I.
Calculer f'(x) sous la forme d’une intégrale.

On se fixe un réel x appartenant a 1.

(a) Proposer une primitive sur ]0,+oo[ de la fonction ¢ — In(z).
(b) Donner lim tIn(t)—¢ et  lim tInte ™.
£—0* -

A
(c) x En effectuant une intégration par parties sur f In(t)e™*' dt,
€

montrer que  f(x)=—xf'(x) - %

5. Déduire de la question précédente que f est solution d’'une équa-

tion différentielle linéaire du premier ordre.

6. Expliciter f(x) pour x € I.

4 Pour travailler seul

Résoudre le probléme de Cauchy :

I
[\]

{ A+t2)y +y
y(1)

Il
w

ou y désigne une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur R
et y' sa fonction dérivée.

1. On définit la fonction g sur 'intervalle ouvert I =]—1,+oo[ par

x et
= —dt
8 xfo 1+¢

Justifier que g est dérivable sur I et calculer g'(x).

2. On considére ’équation différentielle (E1) : (1+x)y =xy

dans laquelle y désigne la fonction inconnue de la variable réelle x,
définie et dérivable sur I'intervalle I. On note ¢ la solution de cette
équation sur l'intervalle I,

vérifiant ¢(0) = 1.
(a) Justifier sans calcul, I'existence et 'unicité de ¢.

(b) Calculer explicitement ¢(x) en remarquant que
1

_1+x

Vrel —— =1
1+x

3. On consideére a présent ’équation différentielle (Eg) :

A +x)y -2 +2x+2)y + (22 +2x+2)y=0

(a) Trouver une fonction affine non nulle y; solution de cette équation
(E2).
(b) On peut obtenir une solution ys indépendante de y; en la recher-
chant sous la forme
ya(x) = Ax) y1(x)

ou A:J — R est une fonction inconnue deux fois dérivable sur
J. En déduire, a I'aide de la fonction g vue a la question 1., une
expression de la solution générale de (Eg) sur I'intervalle ]0, +oo.
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